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内 容 简 介 


本 书 阐述 了 现代 数值 计算 的 基本 理论 和 方法 , 包括 数值 计算 的 基本 概 
念 、 解 线性 方程 组 的 迁 代 法 和 直接 法 、 插 值 法 与 最 小 二 乘 拟 合 、 数 值 积 分 和 
数值 微分 、 常 微分 方程 的 数值 解法 、 非 线性 方程 的 迭代 解法 以 及 矩阵 特征 值 
问题 的 计算 等 . 书 中 有 丰富 的 例题 、 习 题 和 上 机 实验 题 . 本 书 既 注重 计算 方 
法 的 实用 性 ， 又 注意 保持 理论 分 析 的 严谨 性 ， 强 调 数值 方法 的 思想 和 原理 在 
计算 机 上 的 实现 , 选材 恰当 ,系统 性 强 , 行文 通俗 流畅 ， 具 有 较 强 的 可 读 性 , 

本 书 的 建议 学 时 为 72 学 时 (其 中 含 上 机 实验 12 学 时 )， 适合 作为 信息 与 
计算 科学 、 数 学 与 应 用 数学 、 计 算 机 科学 与 技术 以 及 统计 学 等 专业 本 科 生 数 
值 分 析 课 程 的 教材 或 教学 参考 书 ， 也 可 以 作为 其 它 理工 科 专 业 及 工科 研究 生 
的 数值 分 析 人 参考 用 书 . 
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前 : 言 


科学 计算 的 兴起 是 20 世纪 最 重要 的 科学 进步 之 一 . 随 着 计算 机 和 计算 方法 的 
飞速 发 展 , 科学 计算 已 与 科学 理论 和 科学 实验 鼎立 为 现代 科学 的 三 大 组 成 部 分 之 
一 . 在 各 种 科学 和 工程 领域 中 逐步 形成 了 计算 性 科学 分 支 , 如 计算 物理 、 计 算 力 学 、 
计算 化 学 、 计 算 地 震 学 等 计算 在 生命 科学 、 医 学 、 系 统 科学 、 经 济 学 以 及 社会 科 
学 中 所 起 的 作用 也 日 益 增 大 . 在 气象 、 勘 探 、 航空 航天 、 交 通 运输 、 机 械 制造 、 水 利 
建筑 等 许多 重要 工程 领域 中 , 计算 已 经 成 为 不 可 缺少 的 工具 . 这 些 计算 性 的 科学 和 
工程 领域 ,又 以 计算 方法 作为 其 共性 基础 和 联系 纽带 , 使 得 计算 数学 这 一 古老 的 数 
学 科目 成 为 现代 数学 中 一 个 生机 勃勃 的 分 支 , 它 是 数学 科学 中 最 直接 与 生活 相 联系 
的 部 分 , 是 理论 到 实际 的 桥梁 . 

计算 方法 也 称 为 数值 计算 或 数值 分 析 , 其 主要 任务 是 构造 求解 科学 和 工程 问题 
的 计算 方法 , 研究 算法 的 数学 机 理 , 在 计算 机 上 设计 和 进行 计算 试验 , 分 析 这 些 数 
值 实验 的 误差 , 并 与 相应 的 理论 和 可 能 的 实验 对 比 印证 . 这 就 是 数值 计算 方法 研究 
的 对 象 和 任务 . 

本 书 各 章节 的 主要 算法 都 给 出 了 MATLAB 通用 程序 . 为 了 更 好 地 配合 本 书 的 
教学 , 书后 编写 了 两 个 附录 . 附录 一 介绍 了 数值 实验 报告 的 格式 和 一 些 具体 的 数值 
实验 题目 及 各 个 实验 的 目的 要 求 , 附录 二 简明 扼要 地 介绍 了 数学 软件 MATLAB 的 
入 门 知识 和 必要 的 程序 设计 和 绘图 等 基本 技能 技巧 ， 在 使 用 本 教材 之 前 教师 可 先 
介绍 这 部 分 内 容 , 也 可 以 安排 学 生 在 授课 前 自学 这 部 分 内 容 . 

本 书 具 有 如 下 特点 : 

于 讲述 数值 分 析 中 最 重要 最 基础 的 理论 与 方法 , 它们 是 研究 各 种 复杂 的 数值 
计算 问题 的 基础 和 工具 . | 

2 全 书 根据 给 定 算法 采用 当前 最 流行 的 数值 分 析 软 件 MATLAEB 进行 编程 , 所 
给 的 各 算法 的 通用 程序 都 可 以 直接 应 用 于 实际 计算 . 所 有 程序 都 在 计算 机 上 经 过 调 
试 和 运行 , 简洁 而 不 乏 准确 . 

3 本 书 所 给 的 每 一 通用 程序 之 后 都 给 出 了 相应 的 计算 实例 . 这 不 仅 能 帮助 学 
生理 解 程序 里 所 包含 的 数值 分 析 理 论 知识 , 而 且 对 培养 学 生 处 理 数值 计算 问题 的 能 
力也 大 有 神 益 . 

4. 全 书 每 章 都 配备 了 一 定数 量 的 习题 , 习题 分 为 理论 分 析 题 和 上 机 实验 题 , 以 
加 强 学 生 对 所 学 知识 的 理解 和 巩固 . 

本 书 建议 学 时 为 72 学 时 (其 中 含 上 机 实验 12 学 时 ). 如 果 讲 授 学 时 少 于 60， 
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: 前 言 


可 对 第 8 章 内 容 进 行 适当 取 含 . 与 本 书 配套 出 版 的 教学 课件 含 30 个 PDF 课件 和 
教材 中 所 列 算法 的 全 部 MATLAB 源 程 序 , 可 供 学 生 和 任课 教师 参考 使 用 . 

本 书 的 编写 和 出 版 得 到 了 福建 师范 大 学 教材 建设 基金 资助 项 目 和 国家 自然 科 
学 基金 项 目 (编号 : 10661005) 的 部 分 资助 , 在 此 作者 表示 由 衷 的 感谢 . 由 于 编者 水 
平 有 限 , 缺点 和 错误 在 所 难免 , 恳请 专家 和 读者 批评 指正 . 


编 者 
2008 年 3 月 于 福州 长 安 山 
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第 1 章 ”数值 计算 的 基本 概念 


1.1 数值 计算 的 研究 对 象 和 内 容 


数值 计算 是 数学 中 关于 计算 的 一 门 学 问 ; 它 研究 如 何 借 助 于 计算 工具 求 得 数学 
问题 的 数值 解答 . 这 里 的 数学 问题 仅 限 于 数值 问题 , 即 给 出 一 组 数值 型 的 数据 ( 通 
常 是 一 些 实数 , 称 为 初始 数据 ), 去 求 另 一 组 数值 型 数据 , 问题 的 本 身 反 映 了 这 两 组 
数据 之 间 的 某 种 确定 关系 . 如 函数 的 计算 、 方 程 的 求 根 都 是 数值 问题 的 典型 例子 . 

数值 计算 的 历史 源远流长 , 自 有 数学 以 来 就 有 关于 数值 计算 方面 的 研究 . 古代 
巴比伦 人 在 公元 前 2000 年 左右 就 有 了 关于 二 次 方程 求解 的 研究 , 我 国 古 代数 学 家 
刘 徽 利用 割 圆 术 求 得 圆周 率 的 近似 值 , 而 后 祖冲之 求 得 圆周 率 的 高 精度 的 值 都 是 数 
值 计算 方面 的 杰出 成 就 . 数值 计算 的 理论 与 方法 是 在 解决 数值 问题 的 长 期 实践 过 程 
中 逐步 形成 和 发 展 起 来 的 . 但 在 电子 计算 机 出 现 以 前 , 它 的 理论 与 方法 发 展 十 分 组 
慢 , 甚至 长 期 停滞 不 前 . 由 于 受到 计算 工具 的 限制 , 无 法 进行 大 量 的 复杂 的 计算 . 

科学 技术 的 发 展 与 进步 提出 了 越 来 越 多 的 复杂 的 数值 计算 问题 , 这 些 问题 的 圆 
满 解决 已 远 非 人 工 手 算 所 能 胜任 , 必须 依靠 电子 计算 机 快速 准确 的 数据 处 理 能 力 . 
这 种 用 计算 机 处 理 数值 问题 的 方法 , 称 为 科学 计算 . 今天 , 科学 计算 的 应 用 范围 非 
常 广泛 , 天 气 预 报 、 工 程 设计 、 流 体 计算 、 经 济 规划 和 预测 以 及 国防 尖端 的 二 些 科 
研 项 目 , 如 核武 器 的 研制 .导弹 和 火箭 的 发 射 等 , 始终 是 科学 计算 最 为 活路 的 领域 . 

现代 数值 计算 的 理论 与 方法 是 与 计算 机 技术 的 发 展 与 进步 一 脉 相 承 的 ， 无 论 
计算 机 在 数据 处 理 、 信 息 加 工 等 方面 取得 了 多 么 辉煌 的 成 就 , 科学 计算 始终 是 计算 
机 应 用 的 一 个 重要 方面 ,而 数值 计算 的 理论 与 方法 是 计算 机 进行 科学 计算 的 依据 . 
它 不 但 为 科学 计算 提供 了 可 靠 的 理论 基础 , 并 且 提 供 了 大 量 行 之 有 效 的 数值 问题 的 
算法 . 

由 于 计算 机 对 数值 计算 这 门 学 科 的 推动 和 影响 ,使 数值 计算 的 重点 转移 到 使 用 
计算 机 编程 算 题 的 方面 上 来 ， 现代 的 数值 计算 理论 与 方法 主要 是 面 对 计 算 机 的 ， 研 
究 与 寻求 适合 在 计算 机 上 求解 各 种 数值 问题 的 算法 是 数值 计算 这 门 学 科 的 主要 内 容 . 


1.2 数值 算法 的 基本 概念 、 


粗略 地 说 , 数值 算法 就 是 求解 数值 问题 的 计算 步骤 . 由 一 些 基 本 运算 及 运算 顺 
序 的 规定 构成 的 一 个 (数值 ) 问题 完整 的 求解 方案 称 为 (数值 ) 算法 ， 
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计算 机 的 运算 速度 极 高 , 可 以 承担 大 运算 量 的 工作 , 这 是 否 意味 着 人 们 可 以 对 
计算 机 上 的 算法 随意 选择 呢 ? 

我 们 知道 , 在 线性 代数 中 , 克拉 默 法 则 原则 上 可 用 来 求解 线性 方程 组 . 用 这 种 
方法 求解 一 个 mn” 阶 方程 组 ; 要 计算 ”十 1 个 m 阶 行列 式 的 值 , 这 意味 着 总 共 需 要 做 
4 =nlmn -ln+1) 次 乘法 . 当 m 充分 大 时 , 这 个 计算 量 是 相当 惊人 的 . 艾 如 : 对 
于 一 个 20 阶 的 方程 组 , 大 约 需要 做 4 交 1021 次 乘法 , 现在 假设 这 项 计算 用 每 秒 
十 亿 次 (109) 的 计算 机 去 做 , 每 年 只 能 完成 大 约 3.15 x 1016(365 x 24 x 3600 x 109)， 
故 所 需 时 间 约 为 1021 3 (3.15 x 1016) = 3.2 x 104 (年 ), 即 大 约 需要 三 万 二 千年 才能 
完成 . 当然 , 解 线性 方程 组 我 们 有 许多 实用 的 算法 (参看 本 书 的 后 续 章节 )， 这 个 简 
单 的 例子 说 明 , 能 否 正确 地 制定 算法 是 科学 计算 成 败 的 关键 , 

计算 机 虽然 是 运算 速度 极 高 的 现代 化 计算 工具 , 但 它 本 质 上 仅 能 完成 一 系列 具 
有 一 定位 数 的 基本 的 算术 运算 和 逻辑 运算 . 故而 在 进行 数值 计算 时 , 首先 要 将 各 种 
类 型 的 数值 问题 转化 为 一 系列 计算 机 能 够 执行 的 基本 运算 . 

通常 的 数值 问题 是 在 实数 范围 内 提出 的 , 而 计算 机 所 能 表示 的 数 仅仅 是 有 限 位 
小 数 , 误差 不 可 避免 . 这 些 误 差 对 计算 结果 的 影响 是 需要 考虑 的 . 如 果 给 出 一 种 算 
法 , 在 计算 机 上 运行 时 , 误差 在 成 千 上 万 次 的 运算 过 程 中 得 不 到 控制 , 初始 数据 的 
误差 , 由 中 间 结 果 的 售 入 产生 的 误差 , 这 些 误差 在 计算 过 程 中 的 累计 越 来 越 大 , 以 
致 淹没 了 真 值 , 那么 这 样 的 计算 结果 将 变 得 毫 无 意义 . 相应 地 , 我 们 称 这 种 算法 是 
不 可 靠 的 , 或 者 数值 不 稳定 的 . 现在 的 计算 机 无 论 在 运算 速度 上 还 是 在 存储 能 力 上 
都 是 传统 计算 工具 所 无 法 比拟 的 . 但 即使 这 样 , 我 们 在 设计 算法 时 , 也 必须 对 算法 
的 运算 次 数 和 存储 量 大 小 给 予 足够 的 重视 . 实际 中 存在 大 量 这 样 的 问题 , 由 于 所 提 
供 的 解决 这 些 问题 的 算法 的 运算 量 大 得 惊人 ， 即使 利用 最 尖端 的 计算 机 也 无 法 在 有 
效 时 间 内 求 得 问题 的 答案 . 

那么 , 一 个 好 的 算法 一 般 应 该 具备 什么 特征 呢 ? (1) 必须 结构 简单 易于 计算 机 
实现 ; (2) 理论 上 必须 保证 方法 的 收敛 性 和 数值 稳定 性 ; (3) 计算 效率 必须 要 高 , 即 
计算 速度 快 且 节省 存储 量 ; (4) 必须 经 过 数值 实验 检验 ; 证 明 行 之 有 效 , 


1.3 ”误差 的 基本 理论 


1.3.1， 误差 的 来 源 


误差 是 描述 数值 计算 中 近似 值 精 确 程度 的 一 个 基本 概念 , 在 数值 计算 中 十 分 重 
要 , 误差 按 来 源 可 分 为 模型 误差 、 观 测 误差 、 截 断 误 差 和 舍 入 误差 四 种 . 


1. .模型 误差 
数学 模型 通常 是 由 实际 问题 抽象 得 到 的 , 一 般 带 有 误差 . 这 种 误差 称 为 模型 误 
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差 . 

2. 观测 误差 

数学 模型 中 包含 的 一 些 物理 参数 通常 是 通过 观测 和 实验 得 到 的 , 难免 带 有 误 
差 , 这 种 误差 称 为 观测 误差 . 

3. 截断 误差 

求解 数学 模型 所 用 的 数值 方法 通常 是 一 种 近似 方法 , 这 种 因 方 法 产生 的 误差 称 
为 截断 误差 或 方法 误差 . 例如 , 利用 ln(z +3) 的 Taylor 公式 : 

1 7 1 


， 1 
的 站 io 这 
ln(z 十 1) = 了 7Z + 3 12 本 十 (-1]) 二 


实际 计算 时 只 能 截取 有 限 项 代数 和 计算 , 如 取 前 5 项 有 : 
这 时 产生 误差 ( 记 作 了 5) 


4. 舍 入 误差 

由 于 计算 机 只 能 对 有 限 位 数 进行 运算 , 在 运算 中 像 。。V2，l13 等 都 要 按 舍 入 
原则 保留 有限 位 , 这 时 产生 的 误差 称 为 舍 入 误差 或 计算 误差 . 关于 舍 入 误差 , 以 后 
我 们 还 要 讨论 . 

在 数值 分 析 中 , 我 们 总 假定 数学 模型 是 准确 的 , 因而 不 考虑 模型 误差 和 观测 误 
差 , 主要 研究 截断 误差 和 含 入 误差 对 计算 结果 的 影响 . 


1.3.2 ”绝对 误差 和 相对 误差 

1. 绝对 误差 

给 一 实数 z, 它 的 近似 值 为 > z* - z 反映 了 近似 值 和 精确 值 差 异 的 大 小 , 因 
此 称 

E(Z) 王 Z "一 2 
为 近似 数 z* 的 绝对 误差 . 由 于 精确 值 往往 是 无 法 知道 的 , 因此 近似 数 的 绝对 误差 
也 无 法 得 到 , 但 有 时 却 能 估计 出 s(z) 的 绝对 值 的 一 个 上 限 . 如 果 存 在 一 个 正 数 m 
使 得 
|s(z)| 和 思 
则 称 7 为 z* 的 绝对 误差 限 (或 误差 界 ). 此 时 
了 一 人 1 所 2 入 了 十 路. 

通常 将 上 式 简 记 为 z* = z 土 小 
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2. 相对 误差 


绝对 误差 通常 不 能 完全 反映 近似 数 的 精确 程度 , 它 还 依赖 于 此 数 本 身 的 大 小 ， 
因此 有 必要 引进 相对 误差 的 概念 . 近似 数 z" 的 相对 误差 定义 为 


人 


由 于 z 未 知 , 实际 使 用 时 总 是 将 z* 的 相对 误差 取 为 





0 汪 = 二 


和 绝对 误差 的 情况 一 样 SO (或 相对 误差 界 ) 的 概念 . 如 果 存 在 一 个 
正 数 5 使 得 
|sr(z]| 委 小 


则 称 5 为 "的 相对 误差 限 . 
根据 上 述 定义 可 知 , 当 |z* - z| < 1 cm 时 , 测量 10 m 物体 时 的 相对 误差 为 


|er(z)| 委 < = 0.1%， 
而 测量 100 m 物体 时 的 相对 误差 为 


芝 -一 一 一 三 省 . 1 
er( 直 [< 本 0.01 吧 


可 见 后 者 的 测量 结果 要 比 前 者 精确 . 所 以 , 在 分 析 误差 时 , 相对 误差 更 能 刻画 误差 


的 特性 . 
例 11 设 z*= 4.32 是 由 精确 值 z 经 过 四 会 五 入 得 到 的 近似 值 , 求 Zr" 的 绝 


对 误差 限 和 相对 误差 限 . 
解 ” 由 已 知 可 得 : 4.315 < z < 4.325, 所 以 
-0.005 乏 z 一 zZ* < 0.005. 


因此 , 绝对 误差 限 为 7 = 0.005, 相对 误差 限 为 5 = 0.005 二 432= 0.120%X， 


3. 向 量 的 误差 

交加 间 同 中卫 作 和 半 (初始 数据 ) 往往 不 是 一 个 扳 立 的 数 ， 有 内 给 出 的 是 
组 相关 联 的 实数 zi, zz,…. ,zn, 为 了 便于 统一 处 理 , 通常 将 它们 看 成 m 维 欧 氏 空间 
Rn 中 的 向 量 或 点 , 记 为 zx = (zlza……,zn)jT, 设 于 是 mil<ism) 的 近似 数 ， 
z* 一 (zz3 zx)T 是 zx 的 近似 向 量 ， 反映 这 两 组 数据 的 整体 误差 可 用 xz* -zz 的 


欧 氏 范 数 
Il - 直 = (和 ca 
ti=1 
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来 表示 , 它 实际 上 是 向 量 z" 与 z 在 R" 上 的 欧 氏 距离 . 用 llz* =- z|| 的 值 表示 z* 
的 绝对 误差 , 类 似 地 用 llz* 一 zll/llz|l| 表示 z* 的 相对 误差 . 容易 发 现 , 当 7 = 1 时 ， 
就 化 成 前 述 通常 的 单个 数 的 误差 了 . 


1.3.3 ”近似 数 的 有 效 数字 


为 了 能 给 出 一 种 数 的 表示 法 , 使 之 既 能 表示 其 大 小 , 又 能 表示 其 精确 程度 , 于 
是 需要 引进 有 效 数 字 的 概念 . 在 实际 计算 中 , 当 准确 值 > 有 很 多 位 数 时 , 我 们 通常 
按 四 含 五 入 得 到 zx 的 近似 值 z*; 例如 无 理 数 


T = 3.1415926535897.… ， 
若 按 四 舍 五 入 原则 分 别 取 二 位 和 四 位 小 数 时 , 则 得 
TS 3.14，T 3.1416. 
不 管 取 几 位 得 到 的 近似 数 , 其 绝对 误差 不 会 超过 未 位 数 的 半 个 单位 , 即 
Ir 一 3.14| 和 3 x 10-2， |r 一 3.1416| 3 yi 


定义 1.1 设 数 z* 是 数 z 的 近似 值 , 如 果 z* 的 绝对 误差 限 是 它 的 某 一 数位 
的 半 个 单位 , 并 且 从 z* 左 起 第 一 个 非 零 教 字 到 该 数位 共有 mn 位 , 则 称 这 个 数字 
为 z* 的 有 效 数 字 , 也 称 用 z* 近似 z 时 具有 灵 位 有 效 数 字 . 
例 1.2 已 知 下 列 近 似 数 


a 一 24.1357，z = -0.250，c= 三 2，d = 三 0.00016 


的 绝对 误差 限 都 是 0.0005, 问 它 们 具有 几 位 有 效 数 字 ? 
解 ”由 于 0.0005 是 小 数 点 后 第 3 数位 的 半 个 单位 所 以 ac 有 5 位 有 效 数 字 
2、4、1、3、5,5 有 3 位 有 效 数 字 2、5、 0, c 有 1 位 有 效 数 字 2, d 没有 有 效 数字 . 


一 般 地 , 任何 一 个 实数 > 经 过 四 含 五 入 后 得 到 的 近似 值 z* 都 可 以 写成 如 下 标 
准 形式 


T* 一 土 0.ala2.….an X 107. (1.1) 
所 以 , 当 其 绝对 误差 限 满足 
|z" 一 z| 么 汪 洒 康生 


时 , 则 称 近似 值 r” 具有 ” 位 有 效 数字 , 其 中 mm 为 整数 , ol 是 1 到 9 中 的 某 个 数 
字 , az,… ,an 是 0 到 9 中 的 数字 . 
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根据 上 述 有 效 数 字 的 定义 , 不 难 验证 r 的 近似 值 3.1416 具有 5 位 有 效 数 字 . 
事实 上 , 3.1416 = 0.31416 x 101, 这 里 mm = 1 mn = 5, 由 于 
|r 一 3.1416| = 0.0000073465 …' < 了 X 10-4， 


所 以 它 具 有 5 位 有 效 数 字 . 

有 效 数 字 与 绝对 误差 、 相 对 误差 有 如 下 关系 : 

定理 1.1 (1) 若 有 教 z 的 近似 值 Zr* = 士 0.aiaz，…:an x 10m 有 交 位 有 效 数 
字 , 则 此 近似 值 z* 的 绝对 误差 限 为 


1 
一 z| 和 了 x 10"" (1.2) 


(2) 著 近 似 教 z* 有 n 位 有 效 数 字 , 则 其 相对 误差 限 满 足 
本 机 隐 元 x 10-o-D)， (1L.3) 


反之 , 若 近似 数 z* 的 相对 误差 限 满足 


[人 (z)| 么 xi10-("， (1.4) 


ee 
2(al 十 1) 
则 z* 至 少 有 n 位 有 效 数 字 . 

证 明 (1) 结论 显然 . 

(2) 由 (1.1) 式 可 知 


al x 10m-1 和 |z*| < (al +1) x 10m- 


1 

4 = Xi10m-” 

|z 二 于 了 1 一 (ma 一 1 
一 一 一 -一 委 = 一 一 X10 4 

|sr(z)| -|z| alx1l0m=-1 2al 


反之 , 由 


1 
*. 一 了 | 一 |Z*| 。 区 =-(n=-1) 二 二 XI0m-n 
lz* 一 z| = |z?"| jer(z)| 和 (aa 十 1) x 中 EYE x 10 5.x 


知 , z* 至 少 有 mn 位 有 效 数字 . 口 
由 此 可 见 , 当 m 一 定时 , n 越 大 ( 即 有 效 数字 位 数 越 多 ), 其 绝对 误差 限 越 小 . 
例 1.3 为 使 V56 的 近似 值 的 相对 误差 小 于 0.196， 问 至 少 应 取 几 位 有 效 数 
字 ? 
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1.4 数值 算法 设计 的 若干 原则 “区 。 


解 ”V 克 的 近似 值 的 首位 非 零 数字 是 ai = 5. 假设 应 取 ”位 有 效 数 字 , 则 由 
(1.3) 式 有 
x 10-(n 了 二 0119%， 





1 
2x5 
解 之 得 mn > 3. 故 取 站 = 4 即 可 满足 要 求 . 也 就 是 说 , 只 要 V26 的 近似 值 具 有 4 位 
有 效 数字 , 就 能 保证 V26 = 5.099 的 相对 误差 小 于 0.1%. 

例 1.4 已 知 近似 数 z* 的 相对 误差 界 为 0.0002, 问 z* 至 少 有 几 位 有 效 数 字 ? 
解 ”由 于 z* 首位 数 未 知 , 但 必 有 1 < ai 和 9, 则 由 (1.4) 式 有 


|sr(z)| 和 


， 
和 一 一 一 一 一 (nm 一 1) 
|sr(Z)| x 10 < 0.0002， 


得 


1 1 人 
10" 一 ! 4 ee 本 二 也 3 
人 区 本 


解 之 得 m > 3.3979, 故 取 = 4. 


1.4 数值 算法 设计 的 若干 原则 


为 了 减少 舍 入 误差 的 影响 , 设计 算法 时 应 遵循 如 下 的 一 些 原则 . 
1. 避免 两 个 相近 的 数 相 减 


如 果 z*,y 分 别 是 z, y 的 近似 值 , 则 关 = z" -凡是 >=z 一 y 的 近似 值 ,此 


时 有 


Te 
T* 一 妨 


| 莹 一 吉 


1 
|2"| 汪 








“|er(y)， 








藉 


ler(z|= -ler(zl+| 








T* 2 


可 见 , 当 z* 与 六 很 接近 时 , >* 的 相对 误差 有 可 能 很 大 . 例如 , 当 z = 5000 时 ,计算 


VZ 十 1I 一 Vz 
的 值 , 若 取 4 位 有 效 数 字 计 算 
VITI- vVI=V500I- V5000 = 71.72 一 71.71 二 0.01 
这 个 结果 只 有 一 位 有 效 数 字 , 损失 了 三 位 有 效 数 字 ， 从 而 绝对 误差 和 相对 误差 都 变 
得 很 大 , 严重 影响 了 计算 精度 . 但 如 果 将 公式 改变 为 


1 1 
0 
W Vi+VTE V500+V500 


它 仍 然 有 四 位 有 效 数字 , 可 见 改 变 计算 公式 可 以 避免 两 个 相近 数 相 减 而 引起 的 有 效 
数字 的 损失 , 从 而 得 到 比较 精确 的 计算 结果 . 
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因此 , 在 数值 计算 中 , 如 果 遇 到 两 个 相近 的 数 相 减 运算 , 应 考虑 改变 一 下 算法 
以 避免 两 数 相 减 . 

2. 避免 钨 对 值 太 小 的 数 作 除 数 

由 于 除数 很 小 , 将 导致 商 很 大 , 有 可 能 出 现 “ 溢 出 ”现象 . 另外 , 设 z*, y" 分 别 
是 z, y 的 近似 值 , 则 z* = z* 二 多 是 z=z:y 的 近似 值 , 此 时 , z 的 绝对 误差 满足 
| 人 | 二 过 lee) 


一 | 严 一 2 十 ZW 二 因 ) 
(9) 


2 "yV 
由 此 可 见 , 若 除数 太 小 , 则 可 能 导致 商 的 绝对 误差 很 大 . 

3. 防止 大 数 “ 吃 掉 ” 小 数 

因为 计算 机 上 只 能 采用 有 限 位 数 计算 , 若 参加 运算 的 数量 级 差 很 大 , 在 它们 的 
加 、 减 运算 中 ， 绝 对 值 很 小 的 数 往往 被 绝对 值 较 大 的 数 “ 吃 掉 ”， 造 成 计算 结果 


失真 . 
例 1.5 。” 求 方程 


(za[= | 他 一 双 |= 


z2 一 (109 二 1l)z+109=0 
的 根 . 
解 ”显然 , 方程 的 两 个 根 为 :zi = 109， zs = 1. 如 果 用 8 位 数字 的 计算 机 计 
算 , 使 用 二 次 方程 的 求 根 公式 
1 一 士 V 殉 二 40c 


“条 2a 


得 到 
| :区 1 
一 =109 二 1 = 0.10000000 x 1010 +.0.10000000 x 10 
8 位 8 位 
10 10 
=0.10000000 x 1010 + 0.00000000 x 10 
8 位 8 位 
全 0.10000000 x 1010 (第 9,10 位 含 去 ) 


=109 ( 全 表示 机 器 中 的 相等 )， 


109 二 109 
二 一 二 一 一 9 一 一 一- 一 一 0. 
1 2a 2xT 圾 证 让 


http://www. yishuleia. cn[n/printing. htm 


2010-12-2 


页 何 ，17/1 


1.4 数值 算法 设计 的 若干 原则 :9. 


实际 上 , zs 应 等 于 1. 可 以 看 出 za 的 误差 太 大 , 原因 是 在 做 加 减 运算 过 程 中 要 “对 
阶 ”, 因而 “小 数 ”1 在 对 阶 过 程 中 , 被 “大 数 ”109 吃 掉 了 : 而 从 上 述 计 算 可 以 看 
出 , zi 是 可 靠 的 , 故 可 利用 根 与 系数 的 关系 zi . zz = ey/a 来 求 zz: 

的 2 109? 


此 方法 是 可 靠 的 . 
4. 尽量 简化 计算 步骤 以 减少 运算 次 数 
同样 一 个 问题 , 如 果 能 减少 运算 次 数 , 不 但 可 以 节省 计算 时 间 , 还 可 以 减少 舍 
入 误差 的 传播 . 这 是 数值 计算 中 必须 遵循 的 原则 , 也 是 数值 分 析 要 研究 的 重要 内 容 . 
例如 , 计算 多 项 式 
Plz) = ao0zm 二 alzn 十 十 Gn 一 1 十 an 
的 值 . 若 直接 计算 on_kzk(K = 0,1,…… ,mn), 再 逐 项 相 加 ; 一 共 需 做 


1 上 2 二 十 (二 


次 乘法 和 mn 次 加 法 . 而 若 采用 

P(z) = (((aoz 十 al)z 十 az)z 十 … 十 an-1)z 十 an 
所 谓 的 秦 九 韶 算 法 , 则 只 需要 m 次 乘法 和 mn 次 加 法 即 可 . 又 如 , 计算 rss 的 值 . 若 
将 z 的 值 逐个 相 乘 , 则 需 做 62 次 乘法 , 但 如 果 写 成 


8 ,716 . 732 


2 .74 .7 四 忆 区 


zZ6 = 了 .7 


只 要 10 次 乘法 运算 就 可 以 了 . 

5. 应 采用 数值 稳定 性 好 的 站 法 

在 计算 过 程 中 , 由 于 原始 数据 本 身 就 具有 误差 , 每 次 运算 有 可 能 产生 舍 入 误差 
误差 的 传播 和 累积 很 可 能 会 淹没 真 解 ， 使 计算 结果 变 得 根本 不 可 靠 . 先 看 下 面 的 


例子 . 
例 1.6 ”在 四 位 十 进 制 计算 机 上 计算 8 个 积分 : 


9 


工 
囊 上 2ner-ld7z， 7 一 01 57. 
0 


解 “” 利用 分 部 积分 公式 可 得 递 推 关 系 : 到 = 1-mm-i. 注意 到 石 =1-e-1= 
0.6321 及 


1 1 
政 汶 站 Zne-(1-z)dz 人 2 dz 产 AN 0 (nn 一 co)， 
0 0 人 十 1 
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可 得 两 种 算法 : 


算法 (aj 令 四 = 0.6321; 再 算 而 三 1 一 凤 7 到 大玉 2 
算法 (b) 令 卫 = 三 0 再 算 了 -1 = (1 一 而 )0 三 11 10 ,二 
按 算法 (a) 得 8 个 积分 的 近似 值 为 
0.6321，0.3679, 0.2642, 0.2074, 0.1704, 0.1480, 0.1120, 0.2160. 
按 算法 (b) 得 8 个 积分 的 近似 值 为 
0.6321，0.3679, 0.2642, 0.2073, 0.1709, 0.1455, 0.1268, 0.1124. 
算法 (b) 中 的 诸 结果 均 准确 到 4 位 小 数 , 而 算法 {a) 中 的 五 没有 一 位 数字 是 
准确 的 . 口 
可 靠 的 算法 , 各 步 误差 不 应 对 计算 结果 产生 过 大 的 影响 , 即 具 有 稳定 性 . 研究 
算法 是 否 稳 定 , 理应 考察 每 一 步 的 误差 对 算法 的 影响 , 但 这 相当 困难 且 繁 琐 . 为 简 
单 计 , 通常 只 考虑 某 一 步 (如 运算 开始 时 ) 误差 的 影响 . 这 实质 上 是 把 算法 稳定 性 的 
研究 , 转化 为 初始 数据 误差 对 算法 影响 的 分 析 . 从 某 种 意义 上 来 说 , 这 种 做 法 是 合 
理 的 . 可 以 设想 , 一 步 误 差 影 响 大 , 多 步 误差 影响 更 大 ; 一 步 误差 影响 逐步 削弱 , 多 
步 误 差 影 响 也 削弱 . 因此 简化 研究 得 出 的 结论 具有 指导 意义 . 
下 面 用 此 法 分 析 例 1.6 中 的 两 种 算法 的 稳定 性 . 对 算法 (a), 设 而 = 石 有 误差 ， 
此 后 计算 无 误差 , 则 


两 式 相 减 得 
1 癌 9 厂 一 (一 mn)(T 1 和 下 工 1 也 一 全 志 . Se 全 全 


由 此 递 推 , 得 
刀 一 五 = -7!(mo 一 瑟 ) = -5040(m 一 瑟 ). 
同 理 , 对 算法 (b), 设 五 ; = 五 ! 有 误差 ， 此 后 计算 无 误差 , 则 有 
石 - 剖 = -(mi 一 五 ))/39916800 = 一 2.5052 x 10-s(m1 三 页 让 
由 此 可 见 , 按 算法 (a), 最 后 结果 误差 是 初始 误差 的 5040 倍 , 而 按 算法 (b), 最 后 结 
果 误 差 只 是 初始 误差 的 39916800 分 之 一 . 这 说 明 算法 (b) 的 稳定 性 较 好 
习 题 1 


1.1 下 列 近 似 数 都 是 通过 四 含 五 入 得 到 的 , 指出 它们 的 绝对 误差 限 、 相 对 误差 限 和 有 效 数 


字 位 数 . 
(1) 23000， 【2) 0.00230,“(3) 2300.00， (4) 2.30 x 104. 
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习题 1 二 





1.2 下 列 各 数 都 是 经 过 四 售 五 入 得 到 的 近似 值 , 求 各 数 的 绝对 误差 限 、 相 对 误差 限 和 有 效 
数字 的 位 数 . 

(1) 3580， (2) 0.0476， (3) 30.120， (4) 0.3012 x 10 一 . 

1.3 已 知 r = 3.141592654.….; 问 : 

{D 车 其 近似 值 取 5 位 有 效 数 字 , 则 该 近似 值 是 多 少 ? 其 误差 限 是 多 少 ? 

(2) 若 其 近似 值 精确 到 小 数 点 后 面 4 位 , 则 该 近似 值 是 什么 ? 其 误差 限 是 什么 ? 

(3) 考 其 近似 值 的 绝对 误差 限 位 0.5 x 10, 则 该 近似 值 是 什么 ? 

1.4 已 知 近似 数 z* 的 相对 误差 限 为 0.01%, 问 z* 至 少 有 几 位 有 效 数 字 ? 

1.5 “已 知 近似 数 rz* 有 3 位 有 效 数字 , 试 求 其 相对 误差 限 . 

1.6 ”要 使 VE6 的 近似 值 的 相对 误差 限 小 于 0.1 镶 , 需 取 几 位 有 效 数 字 ? 

17 已 知 近似 数 z* 的 相对 误差 限 为 0.3%, 问 z* 至 少 有 几 位 有 效 数 字 ? 

1.8 求 方程 z2?-56z+1 = 0 的 两 个 根 , 使 之 至 少 具 有 四 位 有 效 数字 (已 知 V783 = 27.982). 

1.9 为 了 使 无 理 数 e 的 近似 值 的 相对 误差 不 超过 0.01%%, 问 应 取 几 位 有 效 数字 ? 

110， 每 样 计算 下 列 个 体 才能 使 得 结果 比较 精确 ? 

(D sin(z 十 2) 一 sinz, 其 中 加 充分 小 ; 

(2) 1 一 cos1?; 

(3) mm(VIi05 十 1) -105)， 

1L.11 已 知 |z| 冬 1 下 列 计算 y 的 公式 哪 一 个 比较 准确 ? 


CD (A)y= 2 (y= 盖 eei 
C) (A)y= RE (B)y= 惠 二 冯 庆 二 ， 


1.12 ”已 知 积分 及 = 二 dz 具有 递 推 关系 ; 


和 的 二 
似 
试 在 4 位 十 进 制 计算 机 上 利用 下 面 两 种 算法 计算 积分 妃 ,五 …… ,万 ; 
0 算法 1; 令 万 =02231(Silnil25), 计算 肋 一 二 一 4 2 


(2) 算法 2: 令 =0， 计算 fn_1 = 去 (1 一 mnT)， 全) 守 10 
哪 种 算法 准确 ? 原因 是 什么 ? 
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在 工程 计算 和 科学 研究 中 , 经 常会 遇 到 求解 " 阶 线性 代数 方程 组 的 问题 . 这 种 
方程 组 具有 如 下 形式 : 


all2l 十 al272 十 … :十 alnzn 三 轨 ， 
Q2171 十 02272 十 …' 十 aa2nZn 三 加， (2.1) 


本 


an171 十 an272 十 … 十 GnnZn 一 bn、 


为 了 讨论 方便 , 仅 考 虑 实 系 数 的 方程 组 , 即 系数 ij 和 常数 项 玉 均 为 实数 ,zi 
称 为 未 知 数 . 记 4 = (ab)nxn,b = ( 思 , 加 …… ,bn)T, 则 可 将 (2.1) 写成 矩阵 形式 


4z 王 外 (2.2) 


线性 方程 组 的 解法 大 致 分 为 精确 解法 (直接 法 ) 和 选 代 解 法 (间接 法 ) 两 大 类 . 
本 章 首 先 介绍 选 代 解 法 , 这 类 算法 的 一 个 突出 优点 是 算法 简单 , 因而 编制 程序 比较 
容易 . 计算 实践 表明 , 迭代 法 对 于 求解 大 型 稀疏 方程 组 是 十 分 有 效 的 , 因为 它 可 以 
保持 系数 矩阵 稀疏 的 优点 , 从 而 节省 大 量 的 存储 量 和 计算 量 . 

本 章 的 目的 就 是 介绍 求解 线性 方程 组 (2.1) 的 帮 代 解法 . 主要 介绍 雅 可 比 (Ja- 
cobi) 迭代 法 , 高 斯 - 赛 德尔 (Gauss-Seidel) 迭代 法 , 逐次 超 松弛 (SOR) 迭代 法 , 并 讨 
论 各 类 选 代 算 法 的 收敛 性 . 


2.1 迭代 法 的 一 般 理 论 


2.1.1 ”向量 范 数 和 和 矩阵 范 数 
首先 介绍 向 量 范 数 和 和 矩阵 范 数 , 它们 是 迭代 法 理论 的 基础 . 
1. 向 量 范 数 
定义 2.1 设 了 = (ziiz2……，zn)T， 1 = ( 力 , 略 加) 称 


我 
(zz 人 = zy = 2》 zi 
一 1 


为 向 量 z 和 3 的 内 积 , 
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2.1 “ 选 代 法 的 一 般 理 论 ,3， 


向 量 内 积 具 有 如 下 性 质 : 
(1) (z,z) > 0, 当 且 仅 当 z = 0 时 , (z,z) = 0;  ( 非 负 性 ) 
(2) (z,y) = (%z); (对 称 性 ) 
(3) (azr,y) = a(z,y), 其 中 a 为 某 一 实数 ; 。 ( 齐 次 性 ) 
(4) (z+ 饭 2) = (zz 十 ( 仿 z)， (可 加 性 ) 
定义 2.2 ”车 对 zyER", 有 
(1) zl zz 0, 且 zl =0 当 且 仅 当 z=0; 
(2) llazll = lal zl 
(3) llz 十 外 丢 |lzl 二 ty， 
则 称 ||z|| 为 向 量 z 的 范 数 . 定义 了 范 数 的 线性 空间 称 为 赋 范 线性 空间 . 
. 常用 的 向 量 范 数 有 


(iD lz = 2 zi (1- 范 数 ) 
1 
的 lzl: = V 区 可 = ( 六 2 ”， (2- 范 数 ) 


ft=1 


(地 ) |lzll。 = max |zi|， (无 穷 范 数 ) 


1 所 1 私人 刀 
不 难 验 证 , 上 述 三 种 范 数 均 满足 范 数 的 定义 ， 
2. 天 阵 范 数 
将 和 mxnm 矩阵 4 看 作 线性 空间 Rmxn 中 的 元 素 , 则 完全 可 以 按照 定义 2.2 的 
方式 引入 矩阵 的 范 数 . 其 中 最 常用 的 是 与 向 量 2- 范 数 相对 应 的 范 数 


le= (和 并 二 
和 =1 jeI1 

称 为 矩阵 4 的 严 范 数 

关于 矩阵 范 数 与 向 量 范 数 之 间 的 关系 , 引入 相 容 性 的 概念. 

定义 2.3 。 对 于 给 定 Rn 上 的 一 种 范 数 |zl|| 和 Rmxn 上 的 一 种 范 数 | 4 
若 有 

1hzl < Il lzl，we Rn 4e Rmxm 

则 称 上 述 短 阵 范 数 和 向 量 范 数 是 相 容 的 ， 

这 样 , 可 以 利用 相 容 性 定义 矩阵 的 范 数 , 定义 
lzl _ 


4|| 三 max 王 mmax ||4z 2.3 
上 = 村 后 一 四 汪 4zl (2.3) 


为 矩阵 4 的 范 数 , 称 为 相 容 性 范 数 ， 
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按 (2.3) 可 以 求 出 矩阵 常用 的 三 种 相 容 性 范 数 : 
(GD IM4lh = 闻 习 , 2 la， ( 列 和 范 数 ) 
te1】 
(2) | 4ll = VXmax(474)， ( 谱 范 数 ) 
(3) |4ll。 = iax,> la 弛 |，( 行 和 范 数 ) 
了 1 
其 中 Xmax(4T4) 表示 和 矩阵 4T4 的 最 大 特征 值 . 


3. 谱 半径 
定义 2.4 设 下 E SS 其 特征 值 为 Al， 和 2，……， ,na， 则 称 


A 有 = 灵 和 AH 


为 矩阵 4 的 谱 半 径 . 
由 上 述 定义 , 14ll 可 定义 为 


4ll = VP(474). 


|4ll> = (4)， 


特别 地 , 当 4 为 对 称 和 矩阵 时 
对 于 一 般 情 况 , 有 如 下 定理 . 
定理 2.1 设 4ERnxn, 则 4 的 谱 半 径 不 超过 4 的 任何 范 教 , 即 
2(4) 入 4. 


证 设 入 是 4 的 一 个 特征 值 , 且 4 的 谱 半 径 p(4) = 内, 是 对 应 于 入 的 特 
征 向 量 , 即 4uw = Xuw, 所 以 对 任何 一 种 向 量 范 数 , 有 || 双 ul 三 |: lulls 故 有 


|4ul _ | 4zl 








1 风 -N- 亲 和 有 辣 下 
口 
定理 2.2 ”对 任意 的 4 < Rn"xn 和 任意 正 数 <, 一 定 存在 某 种 答 阵 范 数 才 汉 | 
使 得 2 
al < et4) +e. 
(证 明 略 .) 
关于 和 矩阵 范 数 , 还 有 下 述 结论 : 
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2.1 迁 代 法 的 一 般 理 论 .15 . 


定理 2.3 著 |4|| < 1, 则 矩阵 了 = 4 非 奇 异 , 且 满足 


IC-4 久 -< 二 和 
证 ”用 反 证 法 . 设 det(T- 4) = 0, 则 方程 IT - 4)z = 0 有 非 零 解 , 即 存在 
zoERn，zo 尖 0, 使 得 (IT- 4)zo=0. 故 
4zl| 、ll4zoll _ 
= 了 辣 > 了 刁 三 





这 与 |4|| < 1 了 矛盾 . 
进一步 由 于 (1 二 4JUT- 4-= 石 则 人 = .45=T+4TI=- -45 从 而 


上 一 4ES IE+I4I IE- 4 一 


将 上 式 整 理 即 得 要 证 的 结论 . 口 
2.1.2” 迁 代 格式 的 构造 
首先 将 方程 (2.2) 的 系数 矩阵 4 分 列 为 
4=N- 书 (2.4) 


这 里 要 求 N 非 奇异 , 于 是 方程 (2.2) 等 价 地 可 写成 
z= NLPz 十 NIL0. 


构造 迭代 公式 如 下 
ztk+D = Mrz( 辣 十 所 (2.5) 
其 中 M = N-LP, f = N-Ib. 称 M 为 迭代 格式 (2.5) 的 迭代 和 矩阵. 
对 于 方程 组 (2.2) 和 和 迭代 格式 (2.5), 若 存在 非 奇异 矩阵 Q, 使 


MET-Q4 /=Q0， (2.6) 
则 称 Q 为 分 型 矩阵 . 
当 任 选 一 个 解 的 初始 近似 zfo) 后 , 即 可 由 (2.5) 产生 一 个 向 量 序列 {z 避 } 如 
果 它 是 收敛 的 , 即 
Mn 一 2 
对 (2.5) 两 边 取 极 限 得 


2 了 子 
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若 (2.6) 式 成 立 , 可 得 4z* = 上 故 z* 满足 方程 组 (2.2), 即 选 代 格 式 (2.5) 和 方程 组 
(2.2) 相 容 . 
对 和 迭代 格式 (2.5), 定义 误差 向 量 


Er 


则 误差 向 量 有 如 下 的 递 推 关 系 : 
el = Me(k-1I = M2elk-2) 二 .二 Mke(0)， (2.7) 
这 里 , e(0) = z(o) - zx* 是 解 的 初始 近似 z(o) 与 精确 解 的 误差 . 
引进 误差 向 量 后 , 迭代 的 收敛 问题 就 等 价 于 误差 向 量 序列 收敛 于 0 的 问题 . 
2.1.3 ”和 迭代 的 收敛 性 


欲 使 欠 代 格式 (2.5) 对 任意 的 初始 向 量 zfo) 都 收敛 , 误差 向 量 et 应 对 任意 的 
初始 误差 e(o) 都 收敛 于 零 向 量 . 于 是 迭代 格式 (2.5) 对 任意 的 初始 向 量 都 收敛 的 充 


分 必要 条 件 是 
lim Mr = 0. (2.8) 


大 一 oo 
定理 2.4 。” 选 代 格式 (2.5) 对 任意 的 初始 向 量 zf0) 都 收敛 的 充分 必要 条 件 是 
p(M) < 1, 这 里 M 是 迭代 给 阵 , p(M) 表示 M 的 谱 半径 . 
证 “必要 性 . 设 对 初始 向 量 zf0) 迭代 格式 (2.5) 是 收敛 的 , 那么 (2.8) 成 立 ; 由 
定理 2.1, 对 于 任意 的 矩阵 范 数 , 成 立 关 系 式 


p(M) |Mll. 
车 p(UM) < 1 不 成 立 , 即 p(M) > 1 则 
la 外 > PCMS) = [PCM)>>， 


这 与 (2.8) 成 立 矛 盾 . 
充分 性 . 若 p(M) < 1 则 存在 一 个 正 数 <, 使 得 


p(M) 十 2Es < 1. 
根据 定理 2.2, 存在 一 种 矩阵 范 数 | fl|, 使 
Al < p(AM) +Es<1 一 <. 


故 得 
IsINMdl < (1 一 se)， 
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从 而 当 大 一 oo 时 , | 一 0, 即 ME 之 0, 充分 性 得 证 ; 口 
由 此 可 见 , 迭代 是 否 收敛 仅 与 迭代 和 矩阵 的 谱 半径 有 关 , 即 仅 与 方程 组 的 系数 矩 
阵 和 和 迭代 格式 的 构造 有 关 , 而 与 方程 组 的 右 端 向 量 及 初始 向 量 z(9) 无 关 . 
如 果 迭 代 格 式 是 收敛 的 , 我 们 还 可 以 给 出 近似 解 与 准确 解 的 误差 估计 . 
定理 2.5 ” 设 M 为 只 代 矩 阵 , 落 才 Mil=g<1l, 则 对 选 代 (2.5), 有 误差 估计 式 


大 
lz 一 z*|| 和 0 一 zG) 直 (2.9) 


证 由 (2.7) 有 
|z 全 一 zl=jlel SI le < 咯 lleco) 
注意 到 z* = (TI 一 M)-17, 于 是 
le 中 = 人 一 2 = lz 一 (人 天 MD 二 放 
=|T- MD =M)zw 一 有 州 | 
= 人 (一 MD) (z@) -xzo) 
系 |T 一 一 人 to 一 站 


ll < 1 根据 定理 2.3 有 
IC-MOD< 这 


于 是 
| (kb) +|| 和 _ 红 | (0) 一 iZG) 
[ 严 记 了 
口 
在 理论 上 , 互 可 用 上 述 定理 来 估计 近似 解 达到 某 一 精度 所 需要 的 迁 代 次 数 ， 但 由 


于 4 不 易 计 算 , 故 计算 实践 中 很 少 使 用 . 
定理 2.6 ”车 ||M|| < 1 则 对 任 一 初始 近似 'Z(0)， 由 迁 代 格式 (2.5) 产生 的 向 


量 序列 {z(} 收 化 ， 且 有 估计 式 
lz 罗 一 zs 工人 lz 风 一 ze 中 ee 





1- | 
- 证 “收敛 性 由 定理 2.4 是 显然 的 ; 下 证 误差 估计 式 (2.10). 由 于 
e 提 一 z 一 2 一 (Mzk + 月 一 (Mz + 用 
= Mrztk-l - Mz* = Mztk-D -MUT- MD)-IL7 
=MU-M)TITI 一 AM)ze 一 汶 
= MUT- M)-l(ztker 二 阳 )， 
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利用 定理 2.3, 对 上 式 两 边 取 范 数 即 得 定理 的 结论 . 口 
由 上 述 定理 可 知 , 只 要 AM| 不 很 接近 于 1, 则 可 用 {z(} 的 相 邻 两 项 之 差 的 
范 数 lz - ztk-3|| 来 估计 lz -2*| 的 大 小 . 


2.2 ” 雅 可 比 友 代 法 


2.2.1 迭代 公式 及 其 通用 程序 
对 于 方程 组 3 设 Qii 夭 0， -二 1，,， 可 以 得 到 


网 起 
aazi 三 记 一 》 ayzj， 1 一 1 


J=1J 坟 
即 1 mm 
五 三 一 (已 一 束 aiz】 和 
JTJ 
其 相应 的 和 迭代 公式 为 
1 
2Z(k+D) 一 一 人 二 于 ouz 匆 )， 本 到 ”有 (2.11) 
0 = 


和 迭代 公式 (2.11) 称 为 雅 可 比 (Jacobi) 迭代 法 . 
为 便于 收敛 性 分 析 , 可 将 分 量 形 式 的 和 迭代 公式 (2.11) 改写 成 矩阵 形式 . 令 


六 = 万 = diag(all,az2…… ,annh)， 
因 ai 关 0,i= 1…,m, 故 非 奇异 . 对 4 作 分 裂 得 
4=(4-- 站 ) 二 记 ， 
则 方程 组 4z = 可 改写 为 
Drz=(D-4)z 十 已 


因此 有 
z= 了 -1(D 二 %)z 十 万 -1 
相应 的 迭代 公式 为 
Z(k+D 三 万 -1( 疡 二 4)7O 二 万 -1 (2.12) 
简 记 为 
z(e+l) = 再 Jz(9 十 7， (2.13) 


其 中 BJ = D-L(D-4) =T- D-1L4, 万 = 也 -10. 迭代 公式 (2.12) 或 (2.13) 也 称 为 
Jacobi 迭代 , 同时 称 (2.13) 中 的 BJ7 为 Jacobi 迭代 和 矩阵 . 
下 面 给 出 Jacobi 迭代 法 的 具体 算法 步骤 : 
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2.2 ” 雅 可 比 迭 代 法 “ 浴 . 


算法 2.1 (Jacobi 和 迭代 法 ) 

步 1 取 初 始点 z(0), 精度 要 求 =， 最 大 迭代 次 数 N, 置 上 := 0; 

步 2 由 (2.11) 或 (2.12) 计算 ztk+l); 

步 3 车 ||ztk+0 一 (| < =, 则 停 算 , 输出 z(k+1l) 作为 方程 组 的 近似 解 ; 
步 4 若 大 = 凡 , 则 停 算 , 输出 和 迭代 失败 信息 ; 否则 置 := 大 十 1, 转 步 2. 
根据 算法 2.1, 编制 MATLAB 程序 如 下 : 

Jacobi 和 只 代 法 MATLAB 程序 

%majacobi .m 

function x=majacobi(A,b,x0,ep,N) 

% 用 途 : 用 Jacobi 迁 代 法 解 线性 方程 组 Ax=b 

% 格 式 : x=majacobi(A,b,x0,ep,N) A 为 系数 答 阵 ，b 为 右 端 向 量 ， 

%x0 为 初始 向 量 (默认 零 向 量 ) ，ep 为 精度 (默认 1le-6) ,N 为 最 大 选 

% 代 次 数 ( 软 认 500 次 ) ，x 返 回 近似 解 向 量 

D=length(b) ; 

if nargin<5,NM=500;end 

if nargin<4,ep=le-6;end 

if nargin<3,x0=Zeros(n,1); end 


X=Zeros(n,1); k=0; 
while X<N 
for i=1l1:D 
x(i)=(b(i)-A(Gi,[1:i-l,i+l:n])*xO([1:i-1yi+l:n]))VACGi) 
end 
if norm(Xx-x0,inf)<ep，break; end 
XO=X ;=k+l; 
end 
if k==N，Warning(: 已 达到 迁 代 次 数 上 限 :); end 
disp([:k=:，,num2str(k)]) 
例 2.1 用 Jacobi 迭代 法 程序 majacobi.m 解 线性 方程 组 : 


0.76 “ -0.01 -0.14 一 0.16 Z1 0.68 
-0.01 0.88 -0.03 “0.06 z2 | 外 118 
=0142700gTOR 0OTIZ ss ta 
-67006-01255207 Z4 0.74 


取 初 始点 z(0) = (0,0,0,0)T, 精度 要 求 上 = 10-6. 


- 解 在 MATLAB 命令 窗口 执行 程序 majacobi.m: 
>>A=[0.76 -0.01 -0.14 -0.16; -0.01 0.88 -0.03 0.05; 
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-0.14 -0.03 1.01 -0.12; -0.16 0.05 -0.12 0.72]; 

>> b=[0.68 1.18 0.12 0.74] ; 
>> X=majacobi(A,b) 
得 到 计算 结果 : 
k = 13 
X = 

1.27616261026619 

1.29806392739565 

0.48904201392258 

1.30273287985933 


_ 2.2.2 ”收敛 性 分 析 


对 于 Jacobi 迭代 法 , 我 们 有 下 面 的 收敛 性 定理 . 
定理 2.7 ” 若 线 性 方程 组 (2.1) 的 系数 答 阵 4 满足 下 列 条 件 之 一 , 则 Jacobi 迁 


代 收 黎 : 
站 
|aijl| 
(D) ||Bzll。 = max 》， 一 二 < 1; 
al 
从 
|aij| 
2) | Bl = max 汪清 交合 
(2) | Bvlh = mm 和 
站 Soil 
(3) | Byllw = max 5 训 
和 1 


证 (1) 对 于 Jacobi 友 代 ， 


入 
|ai| 
p(BJ) 和 1Bvlle 一 max 六 | < 


J= 一 1 二 
所 以 Jacobi 迭代 收敛 . 
(2) 同 理 mn、 
0 
p(BJ) 和 |Bzlh 2 全 起 
所 以 Jacobi 迭代 收敛 
(3) 由 于 


p(B))=pT-D-4)=pl-D-4) 
=p(T-4T7D-)<I 一 47D-ill。 
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2.3 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 “21 . 
所 以 Jacobi 迭代 收 伍 . 口 
注 2.1 定理 2.7 只 是 雅 可 比 迁 代 收 伍 的 充分 条 件 而 非 必要 条 件 . 请 仔细 领会 
下 面 的 例题 ， 


例 2.2 ”证 明 用 雅 可 比 和 迭代 法 求解 下 列 方程 组 是 收 化 的 : 


证 ”显然 方程 组 的 系数 矩阵 不 满足 定理 2.7 的 条 件 , 因此 不 能 使 用 该 定理 来 
判断 迭代 法 的 收敛 性 . 
注意 到 , 雅 可 比 迭 代 和 矩阵 为 


072502.22/4 
了 3 三 下 ,0 10223T729 | 
人 








和 汪 22/3 0 
det(M 一 BJ)=| 0 入 LI2 |=A( 闪 一 有) 一 也 =0， 
2 是 庆 
其 特征 根 为 


11 ]1 
Al = 0， 和 入 = 六 孔 : 
111 
p( 忆 J) 三 < 


故 雅 可 比 迭 代 收 化. 口 


2.3 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 


2.3.1 ”和 迭代 公式 及 其 通用 程序 

对 Jacobi 迭代 方法 作 如 下 改变 : 和 迭代 时 首先 用 z(9 = (z 人 ,zz 的 ,z 人 的 ) 
代入 Jacobi 和 迭 代 的 第 一 个 方程 求 z&t+7), 求 得 zk+0 后 , 用 zt 替换 zi; 用 
(zz 的 ,zt)T 代入 Jacobi 夫 代 的 第 二 不 方程 求 ,zkt0), 求 得 全 多 + 后 ， 
即 可 替换 z%), 用 (zt ,zt+D,zt zt) 代入 Jacoi 选 代 的 第 三 个 方程 求 
xz 全 ,如 此 逐个 替换 , 直到 z(9 的 所 有 分 量 替 换 完 成 , 即 可 得 到 z(k+0; 这 种 改变 
既 可 以 节省 存储 量 , 编程 又 十 分 方便 , 这 就 是 高 斯 - 赛 德尔 (Gauss-Seidel) 友 代 . 


由 于 谱 半 径 
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对 于 线性 代数 方程 组 (2.1), Gauss-Seidel 迭代 的 计算 格式 为 


筷 
zf 一 二 -au 国情 误 co 1 2 (2 


Je1 Ji=i 十 1 


为 便于 收敛 性 分 析 , 可 将 分 量 形式 的 迭代 公式 (2.14) 改写 成 矩阵 形式 . 令 


022 
妃 = 4 
Qnn 
0 
一 Q21 0 
了 二 ) 
一 anl “一 Gn2 0 
0 一 012 一 Qln 
0 一 02n 
1 一 - 和 
0 


则 4= 了 - 工 - 了. 迭 代 (2.14) 可 表示 为 


Dz(k+l = FEZ(CetD + Uz 人 十 思 


得 Gauss-Seidel 迭代 的 矩阵 表示 为 
zk+i 二 (万 一 有 -LUz( 昌 十 (一 五 = (2.15) 
” 简 记 为 
zk+D 一 Bsz( 十 js; (2.16) 


其 中 Bs = (D- 站 TI 耕 = ( 辣 -用 
下 面 给 出 Gauss-Seidel 迭代 法 的 具体 算法 步骤 ， 
算法 2.2 (Gauss-Seidel 烛 代 法 ) 
步 工 输入 给 阵 : 玫 , 右 端 向 量 太初 始点 Zr(9)， 精度 要 求 E, 最 大 和 代 次 数 N, 置 
:= 0; 


页 但 ， 


17/1 
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2.3 高斯- 赛 德尔 选 代 法 . 23 . 
步 2 计算 
Z1 一 ( 袜 。 /an 
了 =2 


ju 


8 一 搞 
四 生 访 is QiT7 一 闷 aijz(0) /ai 1 一 2， 了 放 语 证 1， 
j=1 7= 计 1 


胞 一 1 
Tnm 一 ( 到 2 cj 站 
J1 


步 3 著 lz=z(0)||- <e, 则 停 算 ,输出 z 作为 方程 组 的 近似 解 ; 否则 , 转 步 4. 
步 4 若 大 = N, 则 停 算 , 输出 迭代 失败 信息 ; 否则 置 zt0) := z, 大 := 上 十 1, 转 
步 2. 
根据 算法 2.2, 编制 MATLAB 程序 如 下 : 
es Gauss-Seidel 克 代 法 MATLAB 程序 
ymaseidel .m 
function x=maseidel (A,b,x0,ep,N) 
Y 用 途 : 用 Gauss-Seidel1 和 迭代 法 解 线 性 方程 组 Ax=b 
Y 格 式 : x=maseidel (A,b,x0,ep,N) A 为 系数 答 阵 ，b 为 右 端 向 量 ， 
Y%x0 为 初始 向 量 (默认 零 向 量 ) ，ep 为 精度 (默认 le-6) ，N 为 最 大 和 迭 
% 代 次 数 (默认 500 次 ) ，x 返 回 近似 解 向 量 
n=1length(b) ; 
if nargin<5 ,N=500;end 
if nargin<4,ep=le-6;end 
if nargin<3,x0=Zeros(n,1) ;iend 
Xx=Zeros(n,1);i k=0; 
While KX<N 
for ii=1:n 
zf ii==1 
x(li)=(b(1)-A(1,2:n)*x0(2:D))/VA(C1L,1I); 
else 1if ii==D 
x(n)=(b(n)-A(Cn,1:n-1)*x(1:Dn-1))VA(CnD)7 
elSse 
Xx(i)=(b(i)-A(i,1:i-1)*x(1:i-1)-A(G,i+l: 了 En)*#xO(i+1:D)D7VACIT ,ID); 
end 
end 
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“全 第 2 章 解 线性 方程 组 的 选 代 法 
end 
if norm(Xx-x0,inf)<ep，break;i end 
XO=X;i =k+l; 
end 


if k==N,Warning(: 已 达到 迁 代 次 教 上 限 :) iend 
disp(['k=: ,num2str(k)]) 
例 2.3 ”用 Gauss-Seidel 迭代 法 通用 程序 maseidelm 解 线性 方程 组 : 


0.76 -0.01 -0.14 二 0.16 21 0.68 
-0.01 0.88 -0.03 “0.06 zz | | 1.18 
和 野人 三 608 二 01 20 红 2 273- | -| “0.12 
-0.16 ”0.06: 一 0.]2 0.72 4 0.74 


取 初 始点 z(0) = (0,0,0,0)T, 精度 要 求 上 = 10-6. 
解 ”在 MATLAB 命令 窗口 执行 程序 maseidelm; 
->>A=[0.76 -0.01 -0.14 -0.16; -0.01 0.88 -0.03 0.05; 
-0.14 -0.03 1.01 -0.12; -0.16 0.05 -0.12 0.72] ; 
>> b=[0.68 1.18 0.12 0.74] ，; 
>> X=maseidel(A,b) 
得 到 计算 结果 ; 
k = 8 
二 
1.27616296389801 
1.29806390417707 
0.48904229112097 
1.30273326937409 


2.3.2 ”收敛 性 分 析 
定理 2.8 ” 若 线 性 方程 组 (2.1) 的 系数 矩阵 4 严格 对 角 占 优 , 即 
生 |oij| 去 |aiil， t 一 1 2， 于 (2.17) 
J1JTX 
或 
和 |aijl 去 |aj 和 让， 了 一 二 多 “二 鸭 罗 ， (2.18) 
一 14 


则 DR 选 代 收 伍 . 
证 “注意 到 Gauss-Seidel 和 迭代 矩阵 Bs = (D - D)-1U 的 特征 多 项 式 为 


P(A)=det[XMT- (D- 万 -1D] 
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2.3 高 斯 - 赛 德 尔 失 代 法 25 ， 


=det{( 甩 = 已 耻 AD 一 乃 二 可 } 
=det[(D- 二 -1] .det[A(D 一 站) 一 I. 
首先 detl(D -万 -1] 关 0， 以 下 用 反 证 法 ， 若 Gauss-Seidel 迭代 不 收敛 , 则 至 少 
存在 一 个 特征 值 , 且 | > 1. 由 于 4 对 角 占 优 , 即 (2.17) 或 (2.18) 成 立 , 故 
AD -并 - 仍 为 对 角 占 优 , 而 对 角 占 优 矩 阵 必 非 奇 异 , 故 
det[A(D 一 万 一 要么 0， 
这 与 和 是 迭代 矩阵 Bs 的 特征 值 相 矛盾 , 即 |A| 不 可 大 于 或 等 于 1. 因此 | < 1 即 
p(Bs) = p((D -了 -ID) < 1 从 而 Gauss-Seidel 和 迭代 收敛 . 口 
定理 2.9 ”车 线性 方程 组 (2.1) 的 系数 和 矩阵 4 对 称 正 定 , 则 Gauss-Seidel 选 代 
收 化 . 
证 ” 记 Bs 的 特征 值 为 X, 对 应 的 特征 向 量 为 >, 这 时 
亿 二 万 -1Uz = 》z， 


即 
Uz= 入 (也 一 卫 )z. 
上 式 两 边 左 乘 > 的 共 辆 转 置 zE 得 
2HUTz = AXzH(DD 一 卫 )z， 
即 


全 ZHITz 
2HDz 一 2 了 五 o 
记 >HDz =d zHIz = a+ 动 , 因 4 对 称 , 故 五 = 并 7 z8Uz =ar 动 , 代 入 (2.19) 得 


肖 (2.19) 


Ga 一 把 、 
人 一 人 一 oa) 三 动 : (2.20) 
因 4 正定 , *E4z = zH(D - 工 -U)z=d-2a>0. 由 于 
a2 十 妈 a2 十 了 到 
从 = 全 玉 5 全 + 二 2 
故 和 迭代 收敛 . 口 


注 2.2 ”类似 于 定理 2.7, 定理 2.8 和 定理 2.9 也 只 是 Gauss-Seidel 迁 代 收 笋 


的 充分 条 件 而 非 必 要 条 件 , 请 仔细 领会 下 面 的 例题. 
例 2.4 判断 用 Gauss-Seidel 和 迭代 法 解 下 列 方程 组 的 收 黎 性 : 


7rl 一 2z2 一 373 = 2.8， 471 一 27z2 一 7Z3 = 1， 
(1) 一 Z1 十 672 一 273 三 3.5， (2) 一 27l 十 472 十 373 三 5， 


一 IT1 一 IT2 十 473 = 6.2; 一 2Z1 一 272 十 3zs = 0. 
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解 (1) 由 于 该 方程 组 的 系数 矩阵 严格 对 角 占 优 , 故 由 定理 2.8 知 , Gauss-Seidel 
友 代 收敛 . 

(2) 由 于 该 方程 组 的 系数 矩阵 既 不 是 严格 对 角 占 优 和 矩阵 , 也 不 是 对 称 正 定 矩 阵 ， 
故 无 法 由 定理 2.8 或 定理 2.9 判断 其 收敛 性 . 但 其 迭代 矩阵 为 


一 1 
6:i10- 人 6 交配 
了 3 三 (也 一 功 7IIET 2 40 1 
0 0.02-0 


计算 可 得 
0 1/2 1/4 
Bs=| 0 IT -5/8 十 
0 1/3 -1/3 
从 而 
lasl- = max 人 于 瑟 让 = 了 < 


故 由 定理 2.6 知 , Gauss-Seidel 迭代 收 伍 . 
例 2.5 ”考虑 方程 组 


zl 十 a72 十 QT73 一 2， 
azl 十 Z2 十 az3s = 3， 


azl 十 azZ2 十 Z3 = 1. 


(1) 当 a 取 何 值 时 , Jacobi 和 迭代 法 是 收 黎 的 ? 
(2 当 a 取 何 值 时 , Gauss-Seidel 选 代 法 是 收 黎 的 ? 
解 (1) 容易 发 现 , 只 要 -0.5 < a < 0.5, 方程 组 的 系数 矩阵 4 是 严格 对 角 占 


优 的 , 故此 时 Jacobi 欠 代 法 收敛 . 
(2) 由 4 的 各 阶 顺 序 主 子 式 


Di =1>0，D2=1--a2>0，Das=1+2a3 一 3a2>0， 
解 得 -0.5 < a < 1. 此 时 和 矩阵 4 是 对 称 正 定 的 , 故 Gauss-Seidel 迭代 法 收敛. 


2.4 逐次 超 松弛 和 迭代 法 


2.4.1 迭代 公式 及 其 通用 程序 
逐次 超 松弛 和 迭代 法 可 以 看 作 Gauss-Seidel 迭代 法 的 加 速 . Gauss-Seidel 和 帮 代 格 


式 为 
Z(ke+l) 一 万 -1Dz(k+l 十 万 -1Uz 人 十 万 -1b， 
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2.4 逐次 超 松弛 达 代 法 . 27 , 
现 令 


Az( 一 Z(k+l) 一 了 (全 = 万 -17z(k+l 十 万 -17z( 十 万 - 功 一 zt 
这 时 
Z(k+l) 一 z(b 十 Az(h)， 
则 ztk+5 可 以 看 作 由 zt 作 Arzt 修正 而 得 到 . 考 在 修正 项 中 引入 一 个 因子 w, 即 


ztk+l 一 TO 十 wAz(th， (2.21) 


即 可 得 到 逐次 超 松 弛 进 代 格 式 (SOR). 由 {《2.21)， 
zt = (1 一 避 z 风 十 W(D-LEeeD 寺 -0z 侈 二 Dr) (2.22) 


即 
(T 一 wD-LIZ)zk+D = [(1 一 ww)T 二 wDrID7]Z 于 记 D-10. 


故 SOR 迭代 的 计算 格式 为 
ztk+l = (T 一 wD-IZ)-ITL -w+OD-ID2N 于 GT 一 wD=-IF)-1D- 蕊 (2.23) 
SOR 友 代 的 选 代 矩 阵 为 
,=(T-wD-II)-I(-wT+wDr-II =(D=-wzD)-IL=w)ZP+wOo. 


用 分 量 形式 表示 (2.22), 即 


一 】 辩 
oa-oshte 人 -wd 过 sj 


J=1 J=i 工 
站 一 二 ee 惟 大 
-人 人 2 
了 PE1 J 一 ; 


(二 大 三 0,1,2……)， 


其 中 , w 叫 松弛 因子 , 当 w > 1 时 叫 超 松弛 , 0 < w < 工时 叫 低 松 弛 , w =.1 时 就 是 
Gauss-Seidel 迭代 法 . 下 面 给 出 ,SOR 迭代 的 具体 算法 步骤 ; 

算法 2.3 (SOR 和 迭代 法 ) 

步 1 输入 矩阵 4 右 端 向 量 记 初始 点 z(0); 精度 要 求 负 最 大 迁 代 次 数 N, 置 
:一 0; 
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. 28 . 第 2 章 “ 解 线性 方程 组 的 迭代 法 
步 2 计算 
和 
ZT1 三 (1 9 w)zfo) +o 人 ( 二 记 or) 
了 一 2 
一 1 队 
中 三 (1 一 w)zf0) + 人 一 》 ,aijzj 一 oz ) /au 1 三 2…… ) 九 一 |， 
和 1 生计 1! 
村 m 一 1 
Zn = 三 (1 一 由 )z(0) to 人 9 二 om)]/o 
J=1 


步 3 若 lz-z0|l。 sc, 则 停 算 , 输出 z 作为 方程 组 的 近似 解 ; 否则 , 转 步 4 
步 4 若 大 = N, 则 停 算 , 输出 和 迭代 失败 信息 ; 否则 置 zf0) := z, 下 := 大 十 1, 转 
步 2. 
根据 算法 2.3, 编制 MATLAB 程序 如 下 : 
e SOR 和 迭代 法 MATLAB 程序 
加 asor . 矣 
function x=masor(A,b,omega,x0,ep,N) 
% 用途 : 用 SOR 迁 代 法 解 线 性 方程 组 Ax=b 
% 格 式 : x=masor(A,b,omega,x0,ep,N) A 为 系数 答 阵 ，b 为 右 端 向 量 ， 
Yomega 为 松弛 因子 (默认 1.5) ，x0 为 初始 向 量 (默认 零 向 量 ) ，ep 为 精 
% 度 (默认 le-6) ，N 为 最 大 和 克 代 次 数 (加 认 500 次 ) ，x 返 回 近似 解 向 量 
n=1length(b) ; 
if nargin<6,N=500;end 
if nargin<5 ,ep=le-6;end 
if nargin<4,x0=Zeros(n,1);end 
if nargin<3,omega=1.5;end 
X=Zeros(n,1); k=0; 
While xx<N 
for ii=1l:Dn 
if fi==1 
xl(1)=(b(1)-AC1,2:n)*x0(2:n))VAC1,1) ; 
else if ii==n 
xl(n)=(b(n)-ACn,1i:n-1)*x(1:n-1))VACnD) ; 
elSe 
xl(i)=(b(i)-A( 守 ,:i-1)*x(1:-1)-A(i,i+li:mn)*xO(i+1l'n))VACii); 


end 
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2.4 逐次 超 松弛 和 迭代 法 “29 . 
end 
x(i)=(1-omega)*x0O(i)+omega#Xxl(i); 
end 


if norm(x0-x,inf)<ep，break; end 
KX=k+1l1;i 。 XO=X; 
end 
if k==N,Warning( 已 达到 移 代 次 数 上 限 :) iend 
disp([:'k=? ,num2str(k)]) 
例 2.6 ”用 SOR 和 迭代 法 程序 masor.m 解 线性 方程 组 : 


0:76 -0.01 -0.14“--0.16 zl 0.68 
-0.01 0.88 -0.03 0.06 yo 中- 一 |1.15 
下 天生 2 已 032 
0 到 4 0.74 


取 初 始点 z(0) = (0,0,0,0)T, 松弛 因子 w = 1.05, 精度 要 求 上 = 10-6. 
解 ”在 MATLAB 命令 窗口 执行 程序 masorm， 
>>A=[0.76 -0.01 -0.14 -0.16; -0.01 0.88 -0.03 0.05; 

-0.14 -0.03 1.01 -0.12; -0.16 0.05 -0.12 0.72] ; 

>> b=[0.68 1.18 0.12 0,74] :; 
>> X=masor(A,b,1.05) 
得 计算 结果 如 下 : 
xX=6 
X = 

1.27616302863910 

1.29806392444062 

0.48904230122688 

1.30273328637534 


2.4.2 ”收敛 性 分 析 


下 面 给 出 SOR 和 迭代 法 的 收敛 性 结果 . 
定理 2.10 ”SOR 和 迭代 (2.23) 收 伍 的 必要 条 件 是 0 一 岂 <2. 
证 SOR 迭代 矩阵 为 刀 ,, 若 SOR 和 迭代 收 化, 则 mLB.) < 从 而 


|det( 瑟 .)| = | NiXz…Xn| < 1 
这 里 ， 入 1， 和 2 An 为 忆 。 的 特征 值 . 汉 
aet(Bu)|= laet( 一 DTD-1.ldetl(l 一 or+wD-IO< 1 
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.30 . 第 2 章 解 线性 方程 组 的 欠 代 法 





这 里 ,T--wD-ILF 是 单位 下 三 角 矩 阵 , 而 (1- w)TI+wD-IT 是 上 三 角 和 矩阵 , 其 对 角 


元 均 为 1 一 ww, 故 
|det( 瑟 .| = |(1 一 思 ) 站 ， 
得 
| 一 只 | < 1， 
即 0<w<2. 口 


定理 2.11 ”车 线性 方程 组 (2.1) 的 系数 徐 阵 4 对 称 正定 , 则 当 0 < ww < 2 时 ， 
SOR 迁 代 (2.23) 收 化 . 
证 “ 记 妃 。 的 特征 值 为 X, 对 应 的 特征 向 量 为 >, 这 时 


( 人 -wpD-1IZ)TIIL ATAOD=AU]jz= 和》z， 


即 
I(1L=-wT+wD-IUljz= AT 一 wD-IZ)z， 


上 式 两 边 左 乘 > 的 共 斩 转 置 z 得 
人-w)zDz 二 wzHUz= AZzEDz 一 上 zz)， 


即 
(1=-w)zEDz 十 wzaU7z 


机 ZzHDz 一 wzH7z 人 3 

记 >HDz = d xzHLz = a+ 动 , 因 4 对 称 , 故 克 = IT, 28Uz =0 二 动 , 代入 
(2.25) 得 

5 (1 一 w)d 二 wa 一 动 ) 名 忆 一 o)d+eal 一 ip 12.26) 


d 一 ww(a 十 过) (d 一 wa) 一 iob 
因 4 正定 , 故 za4z= zH(D- 工 -U)z=d- 2a>0. 注 意 到 入 的 分 子 、 分 母 虚 部 
相等 , 而 当 0 <w< 2 时 , 有 


(< --uwa)2-[(1 -wjd+walj2 = (2 一 ww)wd( 直 20) > 泣 . 


由 此 可 得 | < 1, 故 友 代 收敛 . 口 
推论 2.1 4 对 称 正定 时 , Jacobi 迁 代 收 黎 的 充 要 条 件 是 2=4 也 对 称 正 定 . 


(证 明 略 .) 
例 2.7 “已 知 和 矩阵 4 如 下 , 判断 求解 4z = 请 的 Jacobi 迁 代 法 、Ganuss-Seidel 


及 SOR 迁 代 法 是 否 收 化 : 
1 
划 汉 
2 


1 一 1 2 
站 
2 0 7 


iD 
mo 斑 
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习 题 2 .31 . 





解 (1) 显然 4 是 对 称 的 , 顺序 主子 式 


Pi =1>0% D=| 了 时 |=2>0: Ds= 








王 2>0， 
了 


故 4 对 称 正定 ， 从 而 由 定理 2.11, 当 0 < w < 2 时 , SOR 迭代 法 是 收敛 的 . 由 于 
Gauss-Seidel 欠 代 是 SOR 和 迭代 w = 1L 时 的 特例 , 故 Gauss-Seidel 和 迭代 也 是 收敛 的 . 


也 显然 是 对 称 的 , 且 其 顺序 主子 式 的 值 与 4 的 相同 , 故 2D -- 4 也 是 对 称 正定 的 ， 
从 而 由 推论 2.1 知 , Jacobi 迭代 也 是 收敛 的 . 

(2) 容易 验证 4 是 对 称 正定 的 , 故 Gauss-Seidel 迭代 和 SOR 迭代 当 0<w< 2 
时 都 是 收敛 的 . 当 det(2D - 4) = 0, 故 2D - 4 不 正定 , 故 由 推论 2.1 知 , Jacobi 选 


代 是 发 散 的 . 
习 题 2 
( 工 ) 理论 分 析 题 
2.1 证 明 对 阶 非 奇异 矩阵 4 和 m 阶 奇 异 矩 阵 妃 , 有 4- 中 > T 本 : 
人 
2.2 已 知 向 量 z = (2，-3，4)T, 和 矩阵 4= | 0 “2 ”4 |, 求 向 量 > 和 和 矩阵 丸 的 三 种 
- Fi 了 

常用 范 数 . 

2.3 ” 设 有 线性 方程 组 


0.4zrr 十 Z2 十 0.87s = 2， 


zl1 十 0.4zraz 十 0.4zs 一 1， 
0.4zl 十 0.8zz 十 Za 三 3， 


试 考察 此 方程 组 的 Jacobi 迭代 法 的 收敛 性 . 
2.4 设 有 线性 方程 组 


zl 十 2z2 一 2za = 1， 
zl 十 Z2 十 Z3 一 1 


2rl 十 2za 十 Z3 一]1， 


试 考察 此 方程 组 的 Gauss-Seidel 和 迭代 法 的 收敛 性 . 


http://www. yishuleia. cn[n/printing. htm 2010-12-2 


页 伽 ，17/1 


. 32 . 第 2 章 解 线性 方程 组 的 迭代 法 


2.5 设 有 线性 方程 组 4z = 六 其 中 系数 矩阵 


证 明 用 Jacobi 迭代 法 , Gauss-Seidel 和 迭代 法 , SOR 法 求解 上 述 方程 组 都 是 收 敏 的 . 
2.6” 设 有 线性 方程 组 4z = 员 其 中 系数 矩阵 


11 2 一 2 
六 王 下 1 Ti 了 
本 


证 明 Jacobi 迭代 法 收 伍 , 而 Gauss-Seidel 和 迭代 法 发 散 . 
2.7 设 有 线性 方程 组 4z = 六 其 中 系数 矩阵 


2 一 1 了 1 
页 各] LEL 1 4 
和 


证 明 Gauss-Seidel 选 代 法 收敛 , 而 Jacobi 迭代 法 发 获 . 
2.8， 设 系数 矩阵 
3 
4 = 呈 必 全 汽 
@ 


人 


Q 1 工 
汪 
二 3532 
(1) 当 a 取 何 值 时 , Jacobi 和 迭代 法 收敛? 
(2) 当 a 取 何 值 时 , Gauss-Seidel 选 代 法 收敛 ? 
2.9 设 有 方程 组 
2zr2 十 5rz 十 4zs = 一 2， 
27zl 十 4r2 十 5z3 三 一 2， 
写 出 Jacobi 选 代 、Gauss-Seidel 和 迭代 和 SOR. 迭代 (w = 1.32) 的 选 代 公式 , 并 讨论 三 种 迭代 格 


式 的 收敛 性 . 
2.10 设 4eRnxn 对 称 正定 , 其 最 小 特征 值 和 最 大 特征 值 分 别 为 X\，X", 证 明和 迭代 法 


ztktD 一 zz 十 9 一 4z0) 


收敛 的 充分 必要 条 件 是 0<D < 21/ 和,. 
2.11 用 Gauss-Seidel 迭代 法 求解 线性 方程 组 


Z1 十 ara 三 一 2， 
2azl 十 22 三 1]， 
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问 当 a 取 何 值 时 , 迭代 格式 是 收敛 的 . 
2.12 ”分别 写 出 解 线性 方程 组 
Z1 一 5z2a 十 T3 一 14， 
2Z1 十 IT2 一 4r3s = 一 13， 
一 8zl 十 Z2 十 Z3 三 一 7 
收敛 的 Jacobi 迭代 格式 与 Gauss-Seidel 达 代 格式 . 
2.13 设 z=Jz+j 旭 其 中 


0.9 0 1 
7 人 ( 吕 中 4 
证 明 虽 然 | 上 > 1l, 但 迭代 法 ztk+50 = Jzto 十 天 收敛 . 
2.14 证 明 给 定 线性 方程 组 雅 可 比 和 迭代 发 散 , 而 高 斯 - 赛 德尔 选 代 收 和 敛 ; 


TI1 1 
T2 一 2 
Z3 3 


2.15 “证 明 给 定 线性 方程 组 雅 可 比 迭 代 收敛 , 而 高 斯 - 赛 德尔 选 代 发 散 


ti 天 天 
to 天 一 io 一 
普 to1 王 司 | 一 


2.16 ”已 知 线性 方程 组 
llzl -5rza -- 33zs = 1， 


一 22zl 十 1lzaz 十 zs = 0， 
zl 一 4r2 十 2z3s 三 1. 


用 两 种 不 同 的 方法 判别 其 迭代 的 收敛 性 ， 
( 工 ) 上 机 实验 题 
2.1 利用 算法 2.1 (Jacobi 迭代 法 ), 编制 MATLAB 程序 , 求 线性 方程 组 
人 zl | 
了 0 mm | -| 3 |， 
总 zs 36 
4 .4 4 14 4 56 
109 12 21 09 zl -7.0 
四 12 112 15 25 2 | | 53 
21 15 98 13 EN 有 本 7 
09 25 13 12.3 z4 24.6 
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.34 . 第 2 章 解 线性 方程 组 的 迭代 法 
的 近似 解 , 取 初 值 zx = (0,0,0,0)T. 
2.2 ”利用 算法 2.2 (Gauss-Seidel 迭代 法 ), 编制 MATLAB 程序 , 求 线 性 方程 组 
生 轴 二 16 
O -小 和 .i 2 上坟 6 
5 7Z3 8 
=/ 一 区 4 54 
0.78-，-002 一 0 了 =01 zl 0.76 
2) -0.02 ”0.86 -0.04 -0.06 zz | 站 0.08 
-0.12 -0.04 0.72 -0.08 zs 下 中 1.12 
-0.14 -0.06 -0.08 0.74 2Z4 0.68 
的 近似 解 , 取 初 值 x = (0,0,0, 0) 
2.3 利用 算法 2.3 (SOR 法 ), 编制 MATLAB 程序 , 求 线性 方程 组 
1 Zi 1 
1 IT2 E 1 
1 T3 ES 1 ， 
一 4 4 1 
一 0.25 ”一 0.25 zl 0.5 
-0.25 ”一 0.25 za | IT140.5 
一 0.25 ”一 0.25 1 0 3 0.5 
二 025 一 025.- 20 1 7Z4 0.5 
的 近似 解 ， 取 初 值 立 一 (0， 0， 0， 0)7， 松弛 因子 分 别 为 册 三 1.3， EC 加 避 
2010-12-2 


第 3 章 。 解 线性 方程 组 的 直接 法 


本 章 研究 ” 阶 线性 方程 组 的 直接 解法 


all171 十 G1272 十 …' 十 Ginzn 一 加 ， 
a2171 十 Q2272 十 … :十 a2nzZn 三 加， (3.) 


人 


anl71 十 an272 十 … 十 annTn 王 加， 
若 用 矩阵 和 向 量 的 记号 来 表示 , (3.1) 可 写成 
4z 一 小 (3.2) 


其 中 , mn 阶 矩 阵 4 = (aij)nxn 称 为 方程 组 的 系数 矩阵 , mn 维 向 量 = (加 ,加 ，…… ,加 ) 
称 为 右 端 项 , z = (zi,za,… ,zn)7 为 所 求 的 解 . 所 谓 直 接 法 , 是 指 经 过 有 限 步 运算 
后 能 求 得 方程 组 精确 解 的 方法 . 若 4 非 奇异 , 方程 组 (3.1) 有 唯一 解 . 下 面 介绍 几 
种 比较 实用 的 直接 法 . 


3.1 顺序 Gauss 消去 法 及 其 程序 实现 


Ganuss 消去 法 的 基本 思想 是 : 首先 使 用 初等 行 变换 将 方程 组 转化 为 一 个 同 解 的 
上 三 角形 方程 组 ( 称 为 消 元 ), 再 通过 回 代 法 求解 该 三 角形 方程 组 ( 称 为 回 代 ). 按 行 
原先 的 位 置 进行 消 元 的 Gauss 消去 法 成 为 顺序 Gauss 消去 法 . 

例 3.1 用 顺序 Gauss 消去 法 解 线性 方程 组 


zl 十 z2 十 Z3 十 7Z4 王 10， 

一 IT1 十 27z2 一 373 十 74 三 一 2， 
37z1 一 3za2 十 6za 一 274 = 7， 
一 47l 十 5z2 十 2za 一 3z4 = 0. 


解 1. 消 元 过 程 : 
二 
中 1 

一 一 一 一 一 一 一 一 一 
Sus30 看 六 光 伙 0_ 2 3 .一 5. -23 
0 3 


，17/1 


http:/ /www. yishuleia. cn[n/printing. htm 2010-12-2 


页 何 ，17/1 





. 36 . 第 3 章 解 线性 方程 组 的 直接 法 
耻 ] 汐 包 1 0 ee 1 10 
0 3 -2 -2 8 ni 十 12rs 0 3 -2 一 2 8 
一 -一 一 
0. 0 -1 一 1L 一 7 0 0 -1 -1 -7 
0 0. 避 2 16 1 0 . 0， 0 三 17 二 68 
2. 回 代 过 程 : 
Zl 十 T2 十 IT3 十 74 三 10， Z4 三 4， 
3za2 一 27zs 十 27z4 = 8， 过 Za 三 7 一 Z4 一 号， 
.一 Z3 一 Z4 三 一 7， Z2 一 (8 十 273 一 274)/3 = 2， 
一 17z4 = 一 68 Zl 一 10 一 zl 一 2Z2 一 2I3 一 1. 


对 于 一 般 线性 方程 组 , 使 用 顺序 Gauss 消去 法 求解 


azi 十 aza 二 :十 azn = b)， 
1 工 1 1 
0 (6 坝 


人 


az 中 aza 十 站 二 afbzn S 1 


1. 消 元 过 程 : 


工 工 荆 1 1 1I 1 
时 人 人 
1 1 1 2 2 2 
克 唤 史 | 
诈 人 
昌 遂 人 

1 1 1 

晶 唱 唱 

0 罗 哆 

四 ao |， 
站 和 … 首 am mn) 
其 中 
2 1) (这 (ai (1) ( 0 
a = 好 一 ?nilQ1j ， 已 一 姑 一 ?7mnilti ? ma 二 一 0 2 三 2 ， 妃 - 
11 
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3.1 顺序 Gauss 消去 法 及 其 程序 实现 .37 
一 般 地 ， 
(二 1) (j) (大 ) (K 十 1) (k) (R) aa 人) 
qi 二 Qi 一 Ti 有 一 让 一 各 庆 庆 7 让 一 一 后 ， 
QKK 
让 了 一 大 十 二 (3.4) 
2. 回 代 过 程 : 


at)zi 于 azz 十 … 十 azn 二 2 


虽 


证 


1 


了 | 必 2 雹 | /ai 大 一 你 末 21. 到 
了 = 有 +1- 
在 此 基础 上 , 我 们 得 到 顺序 Gauss 消去 法 的 算法 步骤 ， 
算法 3.1 ( 顺序 Gauss 消去 法 ) 
步 1 输入 系数 矩阵 4, 右 端 项 六 置 上 := 1; 
步 2 消 元 : 对 大 = 1,……, 凤 一 1, 计算 


大 大 & 十 1 
Tik 一 6 和 /oa 旭 ， atkt+l) 一 0， 


0 一 -ma 和 不 科研 
位 一 大 十 1 mi 了 三 大 十 1 


步 3 回 代 : 
Tn 一 bm /at ， 
对 天王 由 一 1 …: 计算 
六 
大 帮 
zk 一 ( 唤 7 史 )/ 史 


JJ 一 大 +1 

现在 我 们 来 统计 顺序 Gauss 消去 法 的 计算 量 . 由 于 加 减法 的 计算 量 可 忽略 不 
计 , 我 们 只 统计 乘除 法 次 数 . 

消 元 过 程 : 第 上 (k = 1.…,n 一 1) 步 消 元 有 


(一 下)(m 一 大 十 1 十 人 一 有 三 人 一 天) 人 一 大 十 2) 


次 乘除 法 , 共 
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38 ， 第 3 章 解 线性 方程 组 的 直接 法 


险 一 1 从 一 1 
Nm=》 mn 一 Nm 一 十 2)=》 (这 +2) 
kN 一 1 Yi=1 
7 人 (人 一 1)(2n 一 1]) 


用 (人 一 1)(2m 十 5) 
6 6 


十 性 一 1) 三 


次 乘除 法 . 
回 代 过 程 : 计算 zk (kg = m%…' ,2,1) 时 , 有 一 大 +1 次 乘除 法 , 共 


有 = etD= = ?zt 


k=I 8 一 1 


次 乘除 法 . 
消 元 和 回 代 过 程 共 计 
Ni 二 有 = 2 一 Cn ea 
次 乘除 法 . 
可 见 消 元 过 程 的 计算 量 为 O(n3)， 而 回 代 过 程 的 计算 量 为 O("2)， 因 此 顺序 
Gauss 消去 法 的 计算 量 主要 在 消 元 过 程 部 分 ， 
可 以 证 明 , 如 果 4 = (ojj)nxn 的 顺序 主子 式 
Ql1  Q12 (加 半 宁可 
人 人 二 3 1 坟 Sn 人 








均 不 为 0, 则 算法 3.1 是 可 行 的 . 
根据 算法 3.1, 编制 MATLAB 程序 如 下 ; 
e 顺序 Gauss 消去 法 MATLAB 程序 
和 oagauss . 卫 
function Xx=magauss(A,b,flag) 
% 用 途 : 顺序 Gauss 消 去 法 解 线性 方程 组 Ax=b 
% 格 式 : x=magauss(A,b,flag)，A 为 系数 和 矩阵， 为 右 端 项 ， 车 flag=0， 
% 则 不 显示 中 间 过 程 ， 否 则 显示 中 间 过 程 ， 黑 认为 0，x 为 解 向 量 
if nargin<3,f1lag=0;end 
n=length(b) ; 
% 消 元 
for k=l: (n-1l) 
m=A(k+l1:Dn,k)/A(CGK,K) ; 
A(Kk+1:mn,k+1:Dn)=A(K+l:Dn,k+l:Dn)-myA(K,k+l1:n) 3 
b(k+1l:Pn)=b(k+l :PP)-m*b(K) ; 
A(k+1:Dn,k)=Zeros(n-k,1); 
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3.1 顺序 Gauss 消去 法 及 其 程序 实现 .39 ， 


if flag-=0，Ab=[A,b] ，end 
end 
% 回 代 
X=Zeros(n,1); 
X(n)=b(n)/VACn,n) ; 
for k=n-1l:-1l:1 
X(Kk)=(b(k)-A(k,k+l:n)*x(k+l:n))/VACK,k) ; 
end 
例 3.2 ”利用 通用 程序 magauss.m 计算 下 列 方程 组 的 解 : 
zl 十 2Z2 十 X3 十 7Z4 一 10， 
一 ZI 十 272 一 373 十 TI4 王 一 2， 
371 一 3z2 十 673 一 274 = 了， 
一 471 十 5z2 十 273 一 3z4 = 0. 
解 ” 在 MATLAB 命令 窗口 执行 
>> A=[t 1 1 1;-12 -3 1;3 -36 -2;i-45 2 -3]; 
>> b=[10 -2 7 0] :; 
>> Xx=magauss(A,b) ; X? 
得 计算 结果 : 
X = 
ER 
例 3.3， 证 明 : 顺序 Gauss 消去 法 可 行 的 充分 必要 条 件 是 系数 短 阵 4 的 所 有 
顺序 主子 式 万 关 0 1 一] 2 …，m- 
证 “必要 性 . 若 顺序 Gauss 消去 法 是 可 行 的 , 即 af # 0, 则 可 进行 消去 法 的 
大 一 1 步 (k<m). 由 于 4 是 由 4 逐 行 实行 初等 变换 ( 某 数 乘 以 某 一 行 加 到 另 一 
行 ) 得 到 的 , 这 些 运算 不 改变 相应 顺序 主子 式 的 值 , 故 有 


本 


Q11 玫 寻 
本 2 
了 ix 三 a21 和 ”ok | = aae) 人 夫 如 让 [人 站 天 


介 
CQ 
充分 性 ,用 归纳 法 证 明 . 当 K = 1 时 显然 成 立 ， 设 命题 对 大 一 工 成立 . 现 设 
六 关 0, ,…,， Dk-i 关 0,Dk 尖 0. 由 归纳 法 假设 有 aa 人 关 0, 7 oa 人. 夫 0: 因此 ， 
消去 法 可 以 进行 第 大 - 1 步 , 4 约 化 为 
1 加 = ( 有 】 
蜗 


http://www. yishuleia. cn[n/printing. htm 2010-12-2 


页 何 ，17/1 


.40. 第 3 章 解 线性 方程 组 的 直接 法 
其 中 44-0 是 对 角 元 为 ac 岂 , .…, a 驴 这， 的 上 三 角 和 矩阵 , 因 4 人 是 通过 行 初等 变 
换 由 4 逐步 得 到 的 , 故 4 的 上 阶 顺 序 主子 式 与 4 的 阶 顺 序 主子 式 相等 , 即 


和 1 
了 2 det () 】 一 Q11 2 QKk 一 1,k-1QK 四 
故 由 区 关 0 及 归纳 法 假设 可 推出 各 关 0. 口 


3.2 列 主 元 Gauss 消去 法 及 程序 实现 


顺序 Gauss 消去 法 的 计算 过 程 是 不 可 靠 的 , 一 旦 出 现 af = 0, 计算 就 无 法 进 
行 下 去 . 即使 对 所 有 大 = 1,2,…. ,mn，a 和 多 夫 0, 也 不 能 保证 计算 过 程 是 数值 稳定 的 : 
例 3.4 设 有 线性 方程 组 


0.0001zi 十 1.0zr2 = 10， 
1.071 十 1.072 = 三 2.0， 
其 精确 解 为 
21 王 0 s 1.00010， za2 三 人 As 0.99990. 
现在 假定 用 尾数 为 4 位 十 进 制 字 长 的 浮 点 数 来 求解. 
解 。” 消 元 过 程 : 根据 4 位 浮 点 数 运算 规则 1.0- 10000.0 = (0.00001 一 0.1)10 = 
(0.0000 - 0.1)105 = 一 10000.0 ( 舍 入 ), 同 理 , 2.0 一 10000.0 = 一 10000.0， 


0.0001 10 10\ wor 0.0001 1.0 1.0 
一 
0 0 10-10000.0 2.0 一 10000.0 


会 X /0.0001 1.0 :证 
会 和， 
0 -10000,0- 一 10000.0 


回 代 过 程 : 
0.0001zi + 1.0z2 = 1.0， | ma=10 
一 10000.0za = 一 10000.0. zl1 三 0.0. 


代入 原 方程 组 验算 , 发 现 结果 严重 失真 . 

分 析 结 果 失 真 的 原因 发 现 , 由 于 第 一 列 的 主 元 素 0.0001 绝对 值 过 于 小 , 当 它 在 
消 元 过 程 中 作 分 母 时 把 中 间 过 程 数据 放大 10000 倍 , 使 中 间 结 果 “ 吃 ” 掉 了 原始 数 
据 , 从 而 造成 数值 不 稳定 . 

针对 以 上 问题 , 考虑 选用 绝对 值 大 的 数 作为 主 元 素 . 
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3.2 ” 列 主 元 Gauss 消去 法 及 程序 实现 .4 . 
消 元 过 程 ; 


0 0 
一 一 一 
10 1.0 2.0 0.0001 10 I0 
-oo 于 二 过 1.0 2.0 
0 1.00.0001 1.0--0.0002 


伟人 (10 1.0 2.0 
0 10 10 广 
这 里 , 舍 入 过 程 1.0 - 0.0001 = (0.1 -- 0.00001)101 ( 售 入 ), 同 理 1.0 -- 0.0002 = 1.0. 
回 代 过 程 ; 


1.0zl 十 1.0zo2 三 2.0， Za2 一 1.0， 
一 人 
1.0z2 = 1.0. 2Z1 二 1.0. 


代入 原 方程 组 验算 , 发 现 结果 基本 合理 . 
上 述 例子 说 明了 选 主 元 素 的 重要 性 . 下 面 靖 述 列 主 元 Gauss 消去 法 的 基本 思 
想 . 记 40) = 4, 在 Gauss 消 元 过 程 的 第 1 步 , 取 的 第 1 列 中 绝对 值 最 大 的 元 素 
ab 即 
Qr1， 
(HU) 


0 


作为 主 元 素 . 若 m > 1, 交换 第 m 行 和 第 1 行 . 
一 般 地 , 在 Gauss 消 元 过 程 的 第 太 步 , 取 


大 
ft = 加 下 at (3.6) 


作为 主 元 素 . 若 mx > 大 , 交换 第 上 行 和 第 人 行 . 
” “ 列 主 元 Gauss 消去 法 算法 步骤 如 下 ; 
算法 3.2 ( 列 主 元 Gauss 消去 法 ) 
步 1 输入 系数 矩阵 4, 右 端 项 六 置 天 := 1; 
步 2 对 大 =1……, 作 一 1 进行 如 下 操作 : 
(1) 选 列 主 元 , 确定 rk， 使 


人 | 


车 a 吧 =0 有 否则 , 进行 下 一 步 ; 
(2) 若 mk > 及 交换 (4(0,80) 的 第 ，rk 两 行 ; 
(3) 消 元 : 对 i 了 = 大 十 1,… :mi 计算 


mk 一 al/at， at = 0， 
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42， 第 3 章 。 解 线性 方程 组 的 直接 法 





大 大 


步 3 回 代 
zj 三 的 /oa 多， 
对 大 = 由 一 1… ,1 计算 
次 直 ( 吹 只 /a 提 . 
JR+1 
根据 算法 3.2, 给 出 MATLAB 程序 如 下 : 
e 列 主 元 Gauss 消去 法 MATLAB 程序 
因 magauss2 .mm 
function Xx=magauss2(A,b,flag) 
% 用 途 : 列 主 元 Gauss 消 去 法 解 线性 方程 组 Ax=b 
Y 烙 式 : x=magauss(A,b,flag)，A 为 系数 答 阵 ，b 为 右 端 项 ， 若 flag=0， 
% 则 不 显示 中 间 过 程 ， 否 则 显示 中 间 过 程 ， 黑 认为 0，x 为 解 向 量 
if nargin<3,f1lag=0;end 
Dn=Length(b) ; 
for k=1l:(n-1) % 选 主 元 
[ap,p]=max(abs(A(k:n,k))); 
P=p+k-1; 
it p>k 
t=A(k,:); ACk,:)=A(P,:); AP，,:Dnt; 
t=b(k) ; b(k)=b(pP); b(P)=t; 
end 
% 消 元 
灵 =A(k+1 :mn,Kk)VA(Kk,K) ; 
A(Kk+1:n,k+1:n)=A(k+1l:n,k+l:n)-my#A(K,X+l:n)3 
b(k+1l:n)=b(k+1:n)-m#b(k); 人 A(k+l:mn,k)=Zeros(n-K, 芽 ); 
if flag-=0，Ab=[A,b] ，end 
end 
% 回 代 
Xx=Zeros(n,1); 
X(Cn)=b(n)V/ACn,D) ; 
for xk=n-1:-1l:1 
x(k)=(b(k)-A(K,k+l:n)*x(k+l:n))/ ACEK,K); 


end 
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3.3， 解 三 对 角 方 程 组 的 追赶 法 


例 3.5 “利用 程序 magauss2.m 计算 下 列 线性 方程 组 的 解 


2 :天 芋 3 T1 11 
“< Z2 14 
有 汪 人 过 44 
-3 1 3 2 一 4 T4 16 
1 3 一 1 一 4 4 TZ5 18 


解 ” 在 MATLAB 命令 窗口 执行 
>> kh=[2 -14 -3 1;-11213;4233--3t4324;13 -14 4] ; 


>> b=[11 14 4 16 18] ; 
>> X=magausSs2(A,b) ; X? 
得 计算 结果 ; 


和 王 
1.0000 2.0000 1.0000 -于 .0000 “4.0000 


3.3 “ 解 三 对 角 方 程 组 的 追赶 法 
在 科学 与 工程 计算 中 , 经 常 遇 到 求解 三 对 角 方 程 组 的 问题 : 


ji ea 三 1， 由 
a2 如  c2 T2 人 2 
1 一 : (3.7) 
an-1 bn-1 cn-1 Zn-1 dn-1 
On bn 了 cd 


将 Gauss 消去 法 应 用 于 三 对 角 方 程 组 得 到 所 谓 “追赶 法 ”. 具体 操作 过 程 为 : 


1 Cl 中 
a2 一 加 “cz 由 
an-T | bn -1 Cn=l dn-1 
QGn 加 dn 
bi cl 丰 
D2 C2 d2 

一 2 4 
Di cn 一 1 四 -1 
je: 加 


其 中 
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， 第 3 章 “' 解 线 性 方程 组 的 直接 法 


下 兰 页， 丰 二 而; 


区 一 站 一 让 ch- 大 三 2 …… 7 


亿 了 
人 丰 一 (大 一 人 
大 一 1 


于 到 一 ckz 
2ZAR 三 一) 站 王 入 一 ] iv 2 


pn 


(3.8) 


(3.9) 


大 
追赶 法 不 需要 对 零 元 素 计 算 , 只 有 .6n -5 次 乘除 法 计算 量 , 且 当 系数 矩阵 对 角 


占 优 时 数值 稳定 , 是 解 三 对 角 方 程 组 的 优秀 算法 . 
下 面 给 出 追赶 法 的 MATLAB 程序 . 
e 追赶 法 MATLAB 程序 

2Xmachase . 

function x= machase(a,b,c,d) 

% 用 途 : 追赶 法 解 三 对 角 方 程 组 Ax=d 

% 格 式 : x= machase(a,bycjd)， a 为 次 下 对 角 线 元 素 向 量 ，b 主 对 角 

% 元 素 向 量 ，c 为 次 上 对 角 线 元 素 向 量 ，d 为 右 端 向 量 ,x 返 回 解 向 量 

n=1Length(a) ; 

for X=2:D 
b(k)=b(k)-a(k)/Vb(k-1)*c(k-1) ; 
d(k)=d(k)-a(k)Vb(k-1)*d(k-1l) ; 

end 

x(n)=d(n)/bGn) ; 

for k=n-1:-1:1 
X(k)=(d(K)-c(k)*Xx(k+l))Vb(k) ; 


end 
例 3.6 ”用 追赶 法 通用 程序 machase.m 计算 下 列 三 对 角 方 程 组 的 解 
4 ,1 T1 5 
1 站 2 6 
本 Z3 [二 商 订 
0 | 世 
刘 < 惠 系 6 
玫 5 


解 ”在 MATLAB 命令 窗口 执行 : 

>> a=ones(50,1) ; b=4*xkones(50 ,1); c=ones(50,1); 
>> d=6*+ones(50,1); d(1)=5; d(50)=5; 

>> X=machase(a,b,c,d) 
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3.4 工 U 分 解法 . 拓 . 





得 到 计算 结果 : z = (zl,zz,… 2z50) = (1010,… 1.0): 
例 3.7 “ 藻 方 程 组 (3.7) 的 系数 答 阵 的 元 素 满足 条 件 : 


| 如 | 沸 |ei| > 0， | 太 +i| > |ai+l| > 0，1 一 1 si， 


则 追赶 法 是 可 行 的 . 
证 ”由 (3.8)=(3.9) 可 知 ,只 需 证 明 大夫 0 人 = 怀 2;…;m) 即 可 . 显然 六 = 

页 夭 0. 当天 >2 时 , 有 

(CR 一 1 


本 > wk 一 |akl > 0， 


CGI 


> | 四 | 一 |ak| 





CR 一 1 








|k| = 








即 队 尖 0, 大 = 2,.… ,mn 从 而 , 追赶 法 是 可 行 的 . 口 


3.4 EU 分 解法 


3.4.1 ”算法 原理 及 其 程序 实现 


首先 看 一 个 例题 . 

例 3.8 设 4eRnxn 非 奇异 , 若 其 顺序 主子 式 Di (it = 1 …… ,由 一 1) 均 不 为 
零 , 则 存在 唯一 的 单位 下 三 角 和 矩阵 了 和 上 三 角 和 矩阵 U, 使 得 4 = 工 0 

证 “由 例 3.3 可 知 , 顺序 Gauss 消去 法 是 可 行 的 . 从 消去 法 的 过 程 , 可 得 


1 


其 中 .TU 是 一 个 上 三 角 矩 阵 ，L71 是 对 角 线 元 素 为 1, 第 1 对 角 线 元 素 以 下 的 元 素 
为 -mak( = -afbyatb), 其 余 元 素 全 为 零 的 单位 下 三 角 和 矩阵 (= 1 一头 = 
i 十 1 ,m). 由 此 可 得 

用 未 帮 二 并 业 和 


令 五 三 五 …: 1 则 二 是 一 个 单位 下 三 角 和 矩阵 . 从 而 有 直 = 开 区. 口 


现在 我 们 来 讨论 矩阵 的 LU 分 解 . 设 4 = ZU 其 中 工 为 一 个 单位 下 三 角 答 阵 ， 
7 为 一 个 上 三 角 和 矩阵 , 即 


1 怒 全 

1 7 工 22 
7 于 所 (3.10) 

ty nz in 
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则 称 4 = ZUr 为 一 个 LU 分 解 , 这 时 线性 方程 组 
ZU 三 负 


3.11 
天 (3.11) 


7 一 坟 -二 D 了 3 | 
转化 为 ZVy = 及 Uz = y 两 个 三 角形 方程 组 , 由 于 三 角形 方程 组 很 容易 通过 回 代 
方法 求解 ,只 有 O(n2) 的 计算 量 . 
下 面 我 们 来 推导 LU 分 解 的 计算 公式 . 由 等 式 4 = ZU 可 得 


Ci 三 (1 0 0)X (010 和 (3.12) 
当 7 了 >i 时 ， 
Qij 三 ii 十 … 士 11 一 1 十 4 
于 是 
> 
tj 二 Qi 一 人， rurji 
rr 一 1 
当 ] 了 <i 时 ， 
qi 一 127 十 十 及 了 1 一 1 了 十 让 
于 是 
JJ 一 | 
谋 一 (w 学 并 oj/ 
一 1 
即 
1 一 Q1J， 了 一 1 二 Qi/ 人 二 2 (3.13) 
i1 
请 三 呵 辣 》 1 证 在 二 富有 天 一 (3414) 
全 汪 昌 


7 一 1 
1 亲王 ( -三 oj] 1/ 省 一 2 1 了) 了 三 2 ,3 一 局 (3.15) 


1 


为 了 便于 编程 计算 , 将 (3.14) 中 的 下 标 守 换 成 s 将 (3.15) 中 的 下 标 广 换 成 硬 
则 有 
大 一 1 


au 好 一 Qkji 一 >》 krurji 大 一 2 7 了 (3.16) 


们 一】 


zz 


大 一 1 
人才 - 瑟 oj /ukk， 天王 2…… ,由 一 1] 一 大 十 1 (3.17) 


下 面 是 用 LU 分 解 求解 线性 方程 组 的 算法 步骤 ; 


http://www. yishuleia. cn[n/printing. htm 


2010-12-2 


页 但 ，17/1 


3.4 LU 分 解法 “8 


算法 3.3 (LU 分 解法 ) 
步 1 输入 系数 矩阵 4, 右 端 项 1 


步 2 LU 分 解 : 
tu 一 01 了 一 1 
1 一 Qilull， 1 一 2 Ti 
对 大 = 2…… ,nm 计算 


形 一 1 
ukj = ai 一 》、 rarh 了 三 申 : 全 


7 


大 一 1 
1 让 一 (~ or 并 cn] /ukk， 一 大 十 1 本 


r=1 
步 3 用 向 前 消去 法 解 下 三 角 方 程 组 ZU 一 必 
妇 三 刀 ， 
对 上 = 2,……，,m, 计算 
K-1 
钛 一 姑 一 》 司 好 
庆 1 
步 4 用 回 代 法 解 上 三 角 方 程 组 Uz = 世 
二 和 一 3nyunn， 


对 天 = 三 见 一 1 1， 计算 


TAR 三 ( 时 oa /uk 
J=k+1 

根据 算法 3.3, 编制 MATLAB 程序 如 下 ; 

LU 分 解 MATLAB 程序 

加 alu ,mm 

function [x,1,u]=malu(A,b) 

% 用 途 : 用 LU 分 解法 解 方程 组 Ax=b 

% 格 式 : [x,1,u]=malu(A,b) A 为 系数 给 阵 ，b 为 右 端 向 量 ， 

和 zx 返 回 解 向 量 ，1 返 回 下 三 角 矩 阵 ，u 返 回 上 三 角 和 天 阵 

XMLU 分 解 

Dn=length(b) ; U=Zeros(n,I) ; 

1=eye(n,n); (1,:)=A(1，:); 

1(2:n,1)=A(2:n,1)u(l,1); 

for X=2:Dn 
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uU(k,k:n)=A(k,k:n)-1(k,1:k-l)*u(l:k-l1,x:n); 
1(k+1l:n,k)=(A(k+l:mn,k)-1(k+l:n,I1:K-1)#*u(1:K-1,K))VuGk,k); 

end 

% 解 下 三 角 方 程 组 Ly=b 

y=zeros(n,1) ; 

y(1)=b(1) ; 

for kk=2:DTn 
y(k)=b(k)-1(k,1:k-l1)#*y(1:k=-1) ; 

end 

Y% 解 上 三 角 方 程 组 Ux=y 

X=Zeros (zTn,1) ; 

x(n)=y(n)/Vun,n) ; 

for XkX=n-1l1:-1:1 
X(k)=(y(k)-u(EK,k+1:n)*X(k+1:n))/u(K,K); 

end 

例 3.9 ”利用 程序 malu.m 计算 下 列 线性 方程 组 的 解 


2 =1 -4 一 3 1 T1 11 
一 上 -2 Z2 14 
基 ， 让 二 
oo T4 16 
和 了 5 18 ， 


解 ” 在 MATLAB 命令 窗口 执行 

>> A=<[2 -14 -31;-11213;4233-1;2311324;13-144]; 
>> b=[11 14 4 16 18] ; 

>> [x,1,uU]=malu(A,b) ; X? 


得 计算 结果 : 
X = 
1.0000 2.0000 1.0000 “ -1.0000 4.0000 
1 = 
1.0009 0 0 0 0 
-0.5000 1.0000 0 0 0 
2.0000 8.0000 1.0000 0 0 
-1.5000 -1.0000 .-0.3514 1.0000 0 


0.5000 7 了 .0000 0.8378 -1.2069 1.0000 
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3.4 工 U 分 解法 .49 . 
POP 


2.0000 -1.0000 4.0000 “” -3.0000 1.0000 
0 0.5000 4.0000 -0.5000 3.5000 


0 0 -37.0000 13.0000 -31.0000 
0 0 0 1.5676” -1.8919 
0 0 0 0 2.6897 


3.4.2 LU 分 解 与 Gauss 消去 法 的 关系 


现在 我 们 来 讨论 LU 分 解 与 Ganss 消去 法 的 关系 . 由 算法 3.1 可 知 , 顺序 Gauss 
消去 法 的 第 一 步 消 元 相当 于 用 矩阵 


1 
一 17221 1 
1 一 一 fa131 1 
ma 1 
左 乘 (4G,00), 这 里 mail 由 (3.4) 所 定义 , 即 
(4(2)， &2)) = Ma(A4G ,DGD). 


第 二 步 消 元 相当 于 用 拖 阵 


左 乘 (4G),82)), 即 


(4(3) , 久 3)) 一 Ma2(4(2) ;MX2) 三 哆 这 二 人 8GD). 


一 般 地 , 第 上 步 相当 于 用 托 阵 


1 
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左 乘 (40,b), 即 


(4(k+D0 De+D)) =AMk(40,b) 王 
一 Mk Ma2Ni(4O),b0D))， 大 = 1 一 | 


由 Gauss 消去 法 可 知 , 经 过 ”~ 1 步 消 元 后 , 系数 矩阵 4 被 化 成 了 上 三 角 矩 阵 , 即 


4(n) = DT, 从 而 
U = 4m = Mi4n-D = Mn 1 Mo2MIA 
于 是 
4= MTIM 1. MDNIT= 工 D 
这 里 ， 


荆 = MTIM2 Mn-i = 
AR 1 
Tinl 7 mi 
是 单位 下 三 角 和 矩阵 . 由 此 可 见 , 顺序 Gauss 消去 法 实际 上 就 是 将 方程 组 的 系数 矩阵 
分 解 成 单位 下 三 角 和 矩阵 与 上 三 角 矩 阵 的 乘积 . 对 比 算 法 3.1 和 算法 3.3, 不 难看 出 ， 
顺序 Gauss 消去 法 的 消 元 过 程 相当 于 LU 分 解 过 程 和 Zy = 的 求解 , 而 回 代 过 程 
则 相当 于 解 线性 方程 组 Uz = 


3.5 解 对 称 正定 方程 组 的 Cholesky 分 解法 


对 称 正定 方程 组 在 工程 计算 中 有 着 广泛 而 重要 的 应 用 ， 当 方程 组 的 系数 矩阵 
4 为 对 称 正定 时 , 存在 一 个 实 的 非 奇 异 下 三 角 矩 阵 工 使 


4= 工 5T， (3.18) 
且 当 限定 荆 的 对 角 线 元 素 为 正 时, 这 种 分 解 是 唯一 的 . 
设 
li 
121 122 
nl 1n2 有 nn 
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3.5， 解 对 称 正定 方程 组 的 Cholesky 分 解法 .51 ， 
由 又 = ZIT 比较 汉 和 LIT 的 对 应 元 素 , 可 求 得 工 的 元 素 ji 如 下 : 
由 ail = 机，oail = lanl, 得 
li1 = Vil， 
ia 三 ail/1i1， 衬 一 2 7. 
假设 工 的 第 上 - !1 列 元 素 已 经 求 得, 下 面 求 工 的 第 上 列 元 素 研 ，i = 瑟 …. 注 
意 到 
k=1 
Qik 一 》 jp 呈 十 LikLKk， 
fzz】 
得 
ev 
1kk 一 (w 一 区 司 
(3.19) 
[大 三 (号 ec) 三 大 十 1 人。 
7 二 1】 
上 述 分 解 方法 称 为 Cholesky 分 解法 . 由 于 计算 的 对 角 线 元 素 需 要 作 mn 次 开平 
方 运算 , 故 Cholesky 分 解法 又 称 为 平方 根 法 . 不 难 验证 , Cholesky 分 解法 的 乘除 计 
算 总 量 约 为 na/6 + On2), 为 一 般 矩 阵 LU 分 解 计算 量 的 一 半 . 虽然 如 此 ， 但 其 增加 
的 mn 个 开 方 运算 是 非常 不 利 的 . 
为 了 避免 开 方 运算 , 把 矩阵 4 分 解 成 
4= 了 工 DFT (3.20) 
其 中 工 为 单位 下 三 角 和 矩阵 ,D 是 对 角 和 矩阵 , 且 对 角 元 均 不 为 零 . 利用 (3.20) 两 边 
元 素 对 应 相等 的 办 法 ,可 得 出 计算 工 和 的 计算 公式 . 假设 友和 的 第 1 至 
大 -1 列 元 素 已 经 求 得 ， 以 下 求 它们 的 第 太 列 元 素 z, = 大 二 1 nm 和 dk, 这 里 
必 =1. 比较 4=LIDIT 两 边 的 第 上 列 , 得 
k-1 
0ik 一 》 Hirdrlkr 十 dk 一 大 和， 
7 二 1 
由 此 得 
K-1 
从 三 Qkk 一 2》 导 di 
全 下 (3.21) 
，。 一 (w 一 于 wauer】 /di 三 大 十 1 ) 亿 . 
人 了 
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按 (3.21) 计算 , 工 DIT 分 解 可 避免 开 方 运算 , 但 由 计算 公式 不 难 发 现 , 乘除 运算 总 
量 增加 了 一 倍 , 又 恢复 到 n3/3 + O(n2)， 

为 了 减少 乘法 运算 量 , 引入 辅助 变量 tk = Mkdk,， 并 将 计算 公式 (3.21) 整理 
如 下 : 

对 大 =12:…，,mn, 计算 


大 一 1 


tik 一 QHiK 一 了 一 大 十 1 
T=1 

1 一 好 /Gd 一 大 十 1 (3.22) 
大 一 1 

中 三 Gkk 一 2》， 巾 . 
和 1 


容易 看 出 , 改进 后 的 民 DIT 分 解 乘除 运算 量 约 为 /6 + O(n2), 不 需要 开 方 运 
算 . 但 该 算法 存储 变量 tix, 存储 量 几 乎 增加 一 倍 . 
下 面 我 们 建立 用 Cholesky 分 解法 求解 对 称 正定 方程 组 的 算法 步骤 


ZV = 必 
4z 二 四 沁 卫 五 DETIZ 也 xz = 2 (3.23) 
1 也 Tr 三思 


算法 3.4 (Cholesky 分 解法 ) 
步 1 输入 对 称 正 定 答 阵 4 和 右 端 向 量 1 
步 2 Cholesky 分 解 : 
由 三 让 三 Qli，1a 三 Gil/d 2 
对 几 王 2 ,mm 计 算 : 
大 - 
伏 一 Gkk 一 了 th 人 六 


j=1 
K-1 

tk 一 Qik 一 》 二 0， 你 三 灰 /dk ii 一 大 十 1 
J=1 


步 3 用 向 前 消去 法 解 下 三 角 方 程 组 Z8 二 已 
有 妨 ， 
对 大 =2……, 允 计算 二 交 于 和 光 


Pet 
步 4 解 对 角形 方程 组 站 z = 世 : 
对 大 三 1 … ,mm， 计算 :. 趟 三 加 /ak ; 
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3.5 解 对 称 正定 方程 组 的 Cholesky 分 解法 


步 5 用 回 代 法 解 上 三 角 方 程 组 工 I7 = 


Tn 一 2 


答 
对 大 = 站 一 1 ,1 计算: zk 三 欢 一 可 75Z 


JR+1 
根据 算法 3.4, 编制 MATLAB 程序 如 下 : 
e。 Cholesky 分 解法 MATLAB 程序 
YXmachol .m 
function [x,1,d]=machol(A,b) 
% 用 途 : 用 Cholesky 分 解法 解 方程 组 Ax=b 
%LDL 分 解 
n=length(b); d=zeros(1,Dn) ; 
1=eye(n,n) ; 
d(1)=A(1,1); 
1(2:n,1)=A(2:n,1)/d(1) ; 
d(2)=A(2,2)-1(2,1)*1(2,1)*d(1) ; 
for i=3:Dn 
for j=2:(i-1) 
S=0; 
for k=1:(j-1) s=s+d(k)*#*1(i,K)#1l(j,x); end 
1(i,j)=(AGi,j)-s)Vd(j) ; 
end 
S=0; 
for j=l:(i-l) s=s+d(j)*1(i,j)*Ll(i,j)i end 
d(i)=A(i,i)-Ss; 
end 
% 求 解 下 三 角 方 程 组 Ly=b( 向 前 消去 法 ) 
y=Zeros(n,1) ; 
y(1)=b(1) ; 
ftor i=2:D 
y(i)=b(i)-1(i,1:i-1)*y([1:i-1)3 
end 
% 求 解 对 角 方 程 组 Dz=y 
for i=1 习 z(i)=y(i)/Vd(i);i end 
% 求 解 上 三 角 方 程 组 LIx=z( 回 代 法 ) 
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11=1:; x=Zeros(n,1); xx(n)=z(Cn); 

for i=(n-1l):-1:1 
x(i)=z(i)-11(i,i+l:n)*x(i+l:n) ; 

end 

ZE 


例 3.10 ”利用 程序 machol.m 计算 下 列 线性 方程 组 的 解 


2 下 :站 5 记 Ti1 11 
-1 L 2 T2 14 
妆 ，. 员 "全 一 了 
=-3 1 3- 2 804 T4 16 
1 3 一 工交 有 有 “25 18 


解 ” 在 MATLAB 命令 窗口 执行 
>> A=[2 -14-31;-11213;4233-l;i-31324;13-144]; 
>> b=[ll 14 4 16 18] :|; 

>> [x,1,d]=machol(A,b) 


得 计算 结果 : 
X 
1.0000 2.0000 1.0000 ” -1.0000 4.0000 
1 = 
1.0000 0 0 0 0 
-0.5000 1.0000 0 0 0 
2.0000 8.0000 1.0000 0 0 
-1.5000 -1.0000 -0.3514 1.0000 0 
0.5000 7 了 7.0000 0.8378 -1.2069 1.0000 
da m 
2.0000 0.5000 -37.0000 1.5676 ”2.6897 
例 3.11 ”已 知 方程 组 
2 一 1 bb T1 2 
一 1 2 Q IT2 2 
D --1 2 Z3 1 


试问 参数 ab 满足 什么 条 件 时 , 可 选用 Cholesky 分 解法 求解 该 方程 组 ? 
解 ”方程 组 系数 矩阵 4 对 称 正定 时 , 可 用 Cholesky 分 解法 求解 . 由 4 = 4 
可 得 a = -1. 对 称 和 矩阵 正定 的 充分 必要 条 件 是 其 各 阶 顺 序 主子 式 均 大 于 零 . 注意 
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3.6 “全 入 误差 对 解 的 影响 . 55 . 


到 Di=2>0,D=4-1=3>0. 而 由 








用 后 缚 和 ， 
Das=|.-1 2 -1|1=4=20 二 202 > 0， 
让 
可 得 -1 <5 < 2. 故 当 a = -1, -1 <5< 2 时 , 上述 方程 组 可 用 Cholesky 分 解法 


来 求解 . 


3.6 ” 含 入 误差 对 解 的 影响 


用 直接 法 解 线性 方程 组 4z = 5(det(4) 关 0), 理应 得 出 准确 解 x. 但 因为 存在 
舍 入 误差 , 只 能 得 出 近似 解 二 或 者 说 得 到 近似 方程 组 45 = 2 的 准确 解 . 近似 矩阵 
本 和 近似 向 量 5 的 误差 

54=4-4 ,到 = 一 5 


同 计算 机 运算 和 精度 有 关 . 计算 精度 越 高 , |54|| 和 6 必然 越 小 . 下 面 估计 154l 
和 |51 很 小 时 解 的 误差 jz = z 一 元 注意 到 z 和 屯 分 别 满足 方程 组 


4z=5， (4-54)(z 一 bz)=5 二 员 . 


两 式 相 减 得 
(4--64)7 王 员 一 刘 7. 


当 |54|| 很 小 时 , |4-154|| 也 很 小 , 4- 64 = 4(T - 4-164) 可 道 , 于 是 


jz=(4-54)-1(8-udz)=(T- 4-154)-1471(60 一 idz). 


lzll=1T 一 4254) 4 一 (到 一 zj 
和 | 一 47254) 一 :41IGS2I 二 让 54zl) 


< 一 有 4 一 (5 吉 十 aa .lz 
有 | 4-164| 


上 面 的 最 后 一 个 不 等 式 用 到 了 定理 2.3. 注意 到 | 


14-6541 < 4 一 1 1564， 三才 4zl sg He 
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从 而 有 


liz| < | 区 浊 | (多 6 4 有 ) 
zl 一 上 43464 |4 


14214l 人 


654 b 4|| 广 








入 


令 k= Cond(4) = 4 一 人 4 则 得 近似 解 五 的 相对 误差 估计 式 
二 zl 


人 el CC 局 -er( 末 二 cr( (3.24) 
人 上 54 
4 6 加 
er 人 = 电网- 


上 式 表明 , 当 se( 人 4 = 154|/4jl 很 小 时 , 解 的 相对 误差 约 等 于 4 和 的 相对 
误差 的 < 倍 ; 而 上 当 很 大 时 , 即使 4 和 7 的 相对 误差 很 小 ; 解 的 相对 误差 也 可 能 
很 大 . 由 此 可 知 , 舍 入 误差 对 解 的 影响 的 大 小 取决 于 数 k 的 大 小 , 我 们 把 这 个 数 称 
为 方程 组 的 条 件数 . 条 件数 上 很 大 的 方程 组 称 为 病 术 方程 组 上 # 较 小 的 方程 组 称 为 
良 态 方程 组 . 

对 于 病态 方程 组 , 为 了 得 到 较 准 确 的 近似 解 , 可 以 采用 以 下 措施 来 减少 舍 入 误 
差 的 影响 : (1) 采用 高 精度 计算 ; (2) 采用 数值 稳定 性 较 好 的 算法 , 如 全 主 元 Gauss 
消去 法 等 ; (3) 采用 迭代 改善 计算 解 的 办 法 . 

所 谓 和 迭代 改善 计算 解 , 目的 是 设法 求 取 修正 量 Arz, 使 元 + Arz 满足 原 方程 组 
4zr = 1 即 

4( 却 +Az) = 员 ， 4Az =T 王 册 一 4: 


实际 计算 时 , 方程 组 4Az = r 不 大 可 能 准确 求解 , 从 而 必须 反复 求解 4Az = ” 和 
修正 到 使 去 逐渐 接近 真 解 . 这 一 过 程 称 为 迭代 改善 . 为 节省 计算 量 , 最 好 事先 将 
系数 矩阵 4 进行 LU 分 解 : 4 = LU', 反复 求解 4Az = r 改 为 反复 求解 Z =r 和 
UAz = 了 为 保证 计算 精度 , 计算 残 矢 量 > 最 好 采用 高 精度 计算 . 帮 代 改善 过 程 可 
表述 如 下 : 

(LU 分 解 : 4 = 工 U; 

(2) 高 精度 计算 : > =)- 425; 

(3) 求解 : Dry = 和 UAz = 沙 置 去 := 无 十 Ar; 

(4) 当 1Az|| 很 小 时 , 停 算 , 否则 , 转 (2). 
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例 3.12 ”已 知 方程 组 








1 0 一 1 了 1 一 1 
人 汪 1 了 2 车 2 
0 2 2 T3 b 
的 解 为 zx = {1，-1，2)T. 如 果 右 端 有 微小 扰动 ||6b||。。 = 0.5 x 10s, 估计 由 此 引起 
的 解 的 相对 误差. 
解 ” 记 方 程 组 的 系数 矩阵 为 4. 由 于 
二 
证 
2 
从 而 ,Cond(4)。 = |4llel4- 才 -=5x4.5= 22.5. 故 由 公式 
lszll= 4 6 如 = 
而 和 West 顺 
可 得 
lizllw < 22.5 x 05x10- -5.625 x 10-6. 
llzll= 2 
由 上 述 结 果 可 以 看 出 ， 解 的 相对 误差 是 右 端 扰动 量 的 11 倍 多 . 
习 题 3 
( 工 ) 理论 分 析 题 


3.1 用 列 主 元 Gauss 消去 法 解 下 面 的 方程 组 


--3zl 十 2z2z 十 6z3s = 14， ZIl1 十 272 十 373 三 工 , 
(1) 10zl 一 7zz 十 2zrs = 9， (2) 52Z1 十 472 十 10z3s = 0， 
一 5z71 一 2z2 十 5z3 = 7， 3z1 一 0.172 十 IT3 一 2. 


3.2 设 4 为 见 阶 矩阵 , 对 线性 方程 组 4z = ) 估计 顺序 Gauss 消去 法 的 乘除 运算 总 
量 . 

3.3， 顺序 Gauss 消去 法 可 行 的 条 件 是 at,aC2，… ,afg 3 _1 都 不 为 零 . 试 证 明 顺序 
Ganuss 消去 法 可 行 的 充 要 条 件 是 4 的 顺序 主子 式 Dk 夭 0, 1 入 大 六 兄 . 


3.4 设 苞 三 (aijh)， Qil 区 0， 经 一 步 Ganuss 消去 后 得 到 
(2) (2 


C22 

4 到 有 其 中 42 = ， 
SA 
TmZ CQmm 
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试 证 明 : (1) 若 4 对 称 , 则 4 也 对 称 ; (2) 车 4 对 称 正定 , 则 4 也 对 称 正定 . 
3.5 对 于 也 0 阶 矩 阵 4 = (aij), 若 
|oii| > :3 |ail， 一 2, ) 了 0， 
J=1J 到 
则 称 4 是 严格 对 角 占 优 和 矩阵 . 证 明 : 若 4 是 严格 对 角 占 优 和 矩阵 , 则 经 一 步 顺 序 Gauss 消 元 过 
程 后 , 得 到 的 40) 仍 为 严格 对 角 占 优 矩 阵 . 


3.6 ”已 知 方程 组 47 = 户 其 中 


2 一 1 0 
4=| =-1-2 af=|1 
TI 2 0 


(1) 试问 参数 和 满足 什么 条 件 式 时 , 可 选用 平方 根 法 求解 该 方程 组 ? 

(2) 取 几 = 0，a = 1, 试用 追赶 法 求解 该 方程 组 . 

3.7 ”证明 : (1) 正定 矩阵 必 存 在 LU 分 解 ; (2) 如 果 对 称 矩 阵 的 各 阶 上 顺序 主子 式 不 等 于 零 ， 
则 必 存 在 LU 分 解 . 

3.8 ”证明 : 非 奇异 撼 阵 4 不 一 定 有 工 U 分 解 . 

3.9 证 明 : 非 奇异 矩阵 4 e Rnxn 有 唯一 LDU 分 解 的 充 要 条 件 是 4 的 顺序 主子 式 
Di, D2,…… , Dn_1 都 是 非 堆 的 , 其 中 刀 是 对 角 托 阵 , 二 ，U7 分 别 是 单位 下 三 角 和 单位 上 三 角 
矩阵. 

3.10 设 为 非 奇异 的 上 三 角 和 矩阵 . 

(1) 推导 求解 Uz = d 的 一 般 公式 , 并 写 出 算法 ; 

(2) 计算 求解 上 三 角形 方程 组 Uz = d 的 乘除 法 次 数 . 

3.11 设 研 为 非 奇 异 的 下 三 角 矩 阵 . 

(1) 列 出 逐次 代入 求解 5z = d 的 公式 ; 

(2) 上 述 求 解 过 程 共 需 多 少 次 乘除 法 运算 ? 

(3) 给 出 求 工 -1 的 计算 公式 . 

3.12 试 证 明 : 1 

(1 如 果 4 是 对 称 正 定 矩阵 , 则 4 可 以 唯一 地 写成 沁 = 五 ET, 其 中 全 是 具有 正 对 角 元 
素 的 下 三 角 和 矩阵 . 

(2) 如 果 4 是 对 称 正定 矩阵 , 则 4-1 也 是 对 称 正定 矩阵 . 

3.13 。 求 下 列 矩 阵 的 条 件数 


二 50 
4= 
让 
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3.14 ”方程 组 4z 一 咏 其 中 4 为 mm X7m 阶 对 称 且 非 奇异 矩阵 . 设 4 有 误差 5 4, 则 原 
方程 组 变化 为 (4 十 64)(z + 5z)b, 其 中 6z 为 解 的 误差 向 量 . 证 明 


lizla “| Ai ll54la 
虹 十 5z 权 ”| 





其 中 At 和 An 分 别 为 4 的 按 模 最 大 和 最 小 的 特征 值 . 
3.15 ” 设 扰动 方程 组 为 (4 + 54)(z 十 5z) = 厂 十 2 证 明 : 当 1 一 4-i- 54 > 0 


时 , 有 
| 423 
5zl 上 42 14 5 由， 54 
go 鱼 < 一 全 (全 + 
人 | 4 144 全 4 
-44 
( 工 ) 上 机 实验 题 


3.1 利用 算法 3.1 (顺序 Gauss 消去 法 ), 编制 MATLAB 程序 , 求 线性 方程 组 


呈 = 所 5 了 1 24 
T2 一 5 
34 
II4 33 


SG 只 避 
一 
to 

On go 王 
芒 
多 


0 加 下 到 外 斌 22 作 
5 xz3 -18.27 
下 z4 29.93 


12 22 1.9 zl 10.54 


的 近似 解 . ， 
3.2 “利用 算法 3.2 ( 列 主 元 Gauss 消去 法 ), 编制 MATLAB 程序 , 求 下 列 方程 组 


一 157z3 一 一 过， 


12zl 一 2z? 十 3zas 一 15， 
(1) 18zl 十 37z2 一 273 一 一 12， 
g Si 


http:/ /www. zirankxzl1. cn[n/printing. htm 2010-12-2 


页 伽 ，17/1 


第 3 章 解 线性 方程 组 的 直接 法 


3.3 ”利用 追赶 法 , 编制 MATLAB 程序 , 求 下 列 三 对 角 方 程 组 


温和 二 
人 
人 “下 
,人 可 
的 近似 解 

ZL 十 272 十 373 三 1， 


571 十 4z2 十 10zs = 0， 
3zl 十 0.2r2z 十 2z3s 王 2; 


( 


271 十 272 十 3ras 一 7， 
471 十 772 十 773 三 18， 
一 271 十 472 十 573 一 1 


(2) 


交 1 9 

2 10 
zs 站 一 下 20 
T4 16 


3.4 利用 算法 3.3 (LU 分 解法 ), 编制 MATLAB 程序 , 求 下 列 方 程 组 


3.5 利用 算法 3.4 (Cholesky 分 解法 ), 编制 MATLAB 程序 , 求 方程 组 


的 近似 解 . 
加 了 1 
区 了 2 si 
山 1 zs |; 
人 4 
NE 下 入 了 T1 
0 IT2 天 
(2) 7 人 IT3 
7 9 全 T4 


的 近似 解 . 
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已 知 函 数 y = /lz) 的 一 批 数据 (zl 加)， (za 加 )，…… ,(zn 克 ), 而 函数 的 表达 式 
未 知 , 要 从 某 类 函数 (如 多 项 式 函 数 、 样 条 函数 等 ) 中 求 得 一 个 函数 wz) 作为 7(z) 
的 近似 , 这 类 数值 计算 问题 称 为 数据 建 模 . 有 时 尽管 y = f(z) 有 表达 式 , 但 比较 复 
杂 , 我 们 也 利用 该 方法 建立 一 个 近似 模型 . 

数据 建 模 有 两 大 类 方法 : 一 类 是 插值 方法 , 要 求 所 求 函数 w(z) 严格 遵从 数据 
(zin)，(z2, 加 )，…… ,(znw 如 ); 另 一 类 是 拟 合 方法 , 允许 函数 e(z) 在 数据 点 上 有 误 
差 , 但 要 求 达到 某 种 误差 指标 最 小 化 . 其 中 , 以 误差 向 量 的 2- 范 数 为 误差 指标 的 数 
据 拟 合 称 为 最 小 二 乘 拟 合 . 一 般 而 言 , 插值 方法 比较 适合 数据 准确 或 数据 量 较 小 的 
情形 , 而 拟 合 方法 则 比较 适合 数据 有 误差 或 数据 量 较 大 的 情形 . 


4.1 多 项 式 插值 


4.1.1 插值 多 项 式 的 概念 


在 众多 的 函数 中 , 多 项 式 最 简单 、 最 容易 计算 . 因此 , 已 知 函 数 y = f(z) 在 
nm 十 1 个 互 不 相同 的 点 处 的 函数 值 站 = J(zi), 守 = 0,1……m 为 求 y= f(z) 的 近似 
式 , 首先 考虑 的 自然 应 当 是 选取 ” 次 多 项 式 


已 (z) = ao 十 az 十 …: 十 anTT， (4.1) 


使 媚 (z) 满足 条 件 
症 (Zi) 二 ， 和 0, 1 号 ， 到， (4.2) 


函数 /() 称 为 被 揪 函 数 ，P,(z) 称 为 插值 多 项 式 ,条 件 (4.2) 称 为 插值 条 件 ，zf 
zi 2 称 为 插值 节点 . 这 种 求 函数 近似 式 的 方法 称 为 插值 法 


满足 播 值 条 件 (4.2) 的 插值 多 项 式 已 ,(z) 是 唯一 存在 的 .事实 上 ， 插值 条 件 
(4.2) 可 看 成 未 知 数 是 aoyai,…… ,an 的 线性 方程 组 


ao 十 Zoal 十 … :十 Zan 一 0， 
a0 十 Tlal 十 …… 十 Zhan 一 2 (4.3) 


we 
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. 62 . 第 4 章 插值 法 与 最 小 二 乘 拟 合 

因 系 数 行列 式 为 范 德 蒙 德行 列 式 

1 7Zo0 … 20 

1 zl .7 

p=|: … :|=-I cz)zo 
人 0Os<st< JSm 

1 项: 2 

知 (4.3) 必 有 唯一 解 . 


4.1.2 ”插值 多 项 式 的 截断 误差 

可 以 证 明 , 如 果 被 插 函 数 y = jz) 在 包含 插值 节点 zo, zl,… ,zn 的 区 间 [fa, 忆 
.上 存在 m + 1 阶 导 数 , 则 在 区 间 [o, 包 任意 点 z 处 , 被 插 函 数 7 回 与 插值 多 项 式 
已 (z) 的 截断 误差 为 (利用 泰勒 公式 ): 





胞 的 汪 了 GejRG si 少 (4 
所 十 ])! 是 
其 中 
w(z) = (z 一 zoj(z 一 zl)…(z-zn) = ->)， (4.5) 
J=0 


E 介 于 z 与 节点 zojzl…… ,zn 之 间 ， 
事实 上 , 当 zx 为 节点 时 , (4.4) 两 边 皆 为 零 , 等 式 显然 成 立 . 下 面 假定 不 是 节 
点 . 作 辅 助 函数 
p 的 = 尺 作 全 全 st) 


不 难 发 现 


plz) = Ru(zj 一 人 了 wz) = 0 


elzi) = (zi) 一 已 (zi) 一 人 ul 二 0 
即 o 仆 存在 +2 个 零点 zzo,zl,…… ,Zn 由 微分 学 的 罗 尔 中 值 定理 知 巡 人 的 存在 
有 十 1 个 零点 . 同样 , 对 we' 人 区 使 用 罗 尔 定理 , 知 迪 介 存在 个 零点 . 依 此 递 推 最 
后 得 et"+D 人 由 存在 1 个 零点 , 记 为 上 ( 介 于 z 与 zo,zli,…… ,zn 之 间 ). 直接 计算 得 








etn+D 人 (t) 由 尺 tn+D (1 忆 ， 全 人 wd 人 


= Joe+D 人 一 人 (+ 


从 而 由 pn+l(5) = 0 立刻 得 到 (4.4) 式 . 
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由 误差 公式 (4.4) 可 知 , 如 果 ft"+l(z) 在 [ae, 中 上 有 界 , 即 存在 常数 M, 使 得 
fen+u(zjl < M, 则 必 有 


MT 
| 人) 和 而 十 训 李 一 | 全 一 2 过 下 (4.6) 


例 4.1 已 知 w(z) = Jie 一 8i), 求证 
i=0 


w'(zk) = [[ (2 一 妈 ] 一 王 1 2 和 3 二 人 ， 
这 ON 


证 ”因为 
人 TI (了 一 区 刀 二 了 2 他 


i=0 ， i=0,izk 


求 导 数 得 


必 (z) 王 [ (z-z)+(z-ze) 全 [ II -z| 


i 一 0 天 大 1 一 0 


由 此 即 得 


及 


w' (zk) 二 [ (ZK 一 Zi 下 = Sn。 也 。 
1 一 0,i 关 太 


证 毕 . 口 
4.1.3” 拉 格 朗 日 插值 及 其 通用 程序 

前 面 已 经 讨论 过 , 满足 插值 条 件 (4.2) 的 插值 多 项 式 (4.1) 是 唯一 存在 的 , 它 的 
系数 可 以 通过 求解 线性 方程 组 (4.3) 得 到 . 但 由 于 求解 线性 方程 组 的 计算 量 较 大 ， 
且 当 nm 较 大 时 , 方程 组 (4.3) 是 一 个 病态 方程 组 , 求解 不 可 靠 . 我 们 可 以 通过 “ 基 函 
数 法 ”得 到 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 ， 从 而 不 必 解 线性 方程 组 ,避免 了 范 德 蒙 德 矩 阵 的 
病态 现象 .- 

1. 线性 插值 

设 已 知 zo, zl 及 m = (zh 页 = 1(zi), Zai(z) 为 不 超过 1 次 的 多 项 式 且 满 
足 Fai(zo) = 如 ，Fi(zli) = 妨 . 几何 上 ，Pai(z) 为 经 过 (zo,yo)，(zi, 妨 ) 两 点 的 直线 ， 





从 而 得 到 
Dai(z) = 加 十 一 2 人 一 2. (4.7) 
为 了 推广 到 高 阶 插值 问题 , 我 们 将 (4.7) 式 变形 为 对 称 形 式 
Zi(tz) = 1o(z)yo 十 (z)， (4.8) 
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半 1 __ 站 一 了 1 1 人 ) " 立 一 了 0 
和 1 并 二 


均 为 1 次 多 项 式 , 且 满足 


1o(zo) = 1， io(tzi) = 0， 
Di(zo) 一 0， lf(zl) 到 二 - 
上 面 的 关系 式 可 以 统一 写成 
二 | ， 让 (4.9) 
2. 抛物 插值 
设 已 知 T0，Z1，Z2 及 总 一 zi)， Yi 一 0, 1, 2， Za2(z) 为 不 超过 2 次 的 多 项 式 ， 且 
满足 插值 条 件 Dz(zi) = 护 ( 人 = 0,1,2). 由 Di(z) 的 表达 式 (4.8) 猜测 到 , Zaz(z) 应 有 
下 述 表 达 式 
Fa(z) 一 1o(z)yo 十 Di(z)y 十 12(z)y2， (4.10) 
其 中 , lo(z)，h(z)，ba(z) 均 为 2 次 多 项 式 且 满足 (4.9) (tj = 0,1,2). 可 以 验证 , 由 
(4.10) 给 出 的 Fa(z) 满足 插值 条 件 . 事实 上 ， 
Ta(zo) = 1o(zo)yo 十 1al(zo)m 十 i2(zojygz =1x3+0x 久 十 0x 名 三 2 加. 


同 理 Do) = 内 ，La(ca) = 妈 . 因此 , 犹 测 式 (4.10) 是 正确 的 , 于 是 问题 转化 为 求 
LE)GE012). 
io(z) 是 2 次 多 项 式 且 Ilo(zi) = lo(zaz) = 0, 故 有 


lo(z) = cz 一 zz 一 72 


再 由 lo(zo) = c(zo - zi)j(zo - zz) = 1 得 
1 
“一 Go 二 zzo 二 二 ) 


从 而 


证 一 名 (一 TZ2) 
lo(z) 三 区 三 2 (4.11) 
同 理 ， 
二 (4.12) 


(zl 一 Z0)(Z1 一 Z2) (zz 一 Zo)(zz 一 ZI) 
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41 多 项 式 插值 , 65 ， 


3. 史 : 阶 拉 格 朗 日 插值 
设 已 知 T0:I1; Znm 及 人 一 (zi) (人 本 0 ,也 )， 了 n(Z) 为 不 超过 也 次 的 多 
项 式 , 且 满足 插值 条 件 Drn(zi) = 全 (= 0,1……,m). 由 对 Ta(z) 的 构造 经 验 , 可 设 


Dr(z)= > .4(z)w = io(z)yo 十 ai(z) 十 … 十 m(z)yn， 
ti=0 
其 中 ,itz)t = 0.1……,m) 均 为 m 次 多 项 式 且 满足 (4.9) (7 = 0,1,…… ,m). 不 难 验 
证 , 这 样 构造 出 的 Cr(z) 满足 插值 条 件 . 因此 问题 归结 为 求 i(z)j ft = 0,1……,m) 的 
表达 式 . 因 zj( 尖 让 是 次 多 项 式 litz) 的 ” 个 根 , 故 可 设 


li(z) = c(Z 一 Z0)…(zZ 一 Zi-i)(D 一 TiH)…(zZ 一 Zr) 三 C T (Z 一 21). 


JJ 一 0. 产 
再 由 
ji(zi)j= 世 [[ (zZ4 二 了 放 王 1 二 91 避 
J 一 0J 关 
得 . ， 
IJ - (5 二) 
0.J 关 
故 有 
= li(z)w， Li(z) 三 汉 这 二 : 

Ln(z) = 2 Hz)w， (Ga) 二 姑 让 人 中 
公式 (4.13) 称 为 mn 阶 拉 格 朗 日 插值 公式 , 其 中 4(z) (i = 0,1… 3579 称 为 阶 拉 格 
朗 日 插值 的 基 函 数 . 


例 4.2 已 知 函数 表 sinc 一 0.5000， sin 一 0.7071， sinz 一 0.8660， 分 别 由 


线性 插值 和 抛物 播 值 求 sin 2 的 近似 值 , 并 估计 其 精度 . 
解 ”11) 线性 插值 只 需 划 两 个 节点 , 根据 余 项 公式 选取 前 两 个 节点 ， 





28 -7 和 寺 淆 
sn 他 wza( 于 ) 二 和 汪 x 0.5000 二 蚜 二 昌文 07071 
6 一 4 和 
1 人 下 
= 也 x0.5000+ 了 x 0.7071 = 0.6381， 
截断 误差 为 
2 (sinz)j”/2r TVA27r  T 1 2 
一 一 | 一 -一 一 一 一 一 一 爱 一 一 一 = 二 
| 本 ( 喜 ) 加 和 本 全 1 放 专 寺 X 珊 交 击 We 
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得 ==7.615 x 10-3 < 0.5 x 10-1, 因此 计算 结果 至 少 有 1 位 有 效 数 字 . 
(2) 由 (4.10), (4.11) 和 (4.12) 得 


二 27 
Sin 可 = 局 (于 ) 


《1 和 
9 4 世人 
一 x 0.5000 十 59 2 x 0.7071 
人 人 
(3 3) 人 了) (3 3 人 3 
他- 下 全 -了 引 
十 9 & :- x 0.8660 
人 
(3 2) 人 5 ) 


=jx05+5x07071-5x0866=0.6434 


截断 误差 为 
27 


(二 =- 


9 


下 


-下 


3 


开 


引 


6 


人 


训 渤 


(sin z)% 
3! 


2 
9 


2 


9 





外 


一 8.861 x 107-4， 


于 人 如 下 
准 义 


1 ”36 ”也 
得 <= 8.861 x 10-4 < 0.5 x 10-2, 因此 计算 结果 至 少 有 2 位 有 效 数字 . 

4. 拉 格 朗 日 插值 公式 的 通用 程序 

根据 拉 格 朗 日 插值 公式 (4.13), 编写 下 列 程序 , 可 对 于 给 定 的 数据 求 得 播 值 点 

的 插值 结果 . 注意 , 该 程序 并 不 能 输出 插值 多 项 式 的 表达 式 . 
e 拉 格 朗 日 插值 MATLAB 程序 

Xoalagr.m 

function yy=malagr(Xx,y,XxX) 

% 用 途 : 拉 格 朗 上 日 插值 法 求解 

% 格 式 : yy=malagr(x,y,xx) ，x 是 节点 向 量 ，y 是 节点 对 应 的 函 

% 数 值 向 量 ，xx 是 插值 点 (可 以 是 多 个 ) ，y7 了 返回 插值 结果 

m=l1ength(x) ; n=Length(y) ; 

if m”=<n， 

error(' 向 量 x 与 了 的 长 度 必 须 一 致 :) ; 


end 
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页 介 ，171 


“ 枕 . 


一 一 vv vv vv 


S=0O; 
for i=1:n 

t=ones(1,Length(xx)); 

for j=1l:n 

if j~=i 
t=t. 半 (XX-X(j))VA(x(i)-x(j)); 
end 

end 

S=S+t*#y(i) ; 
end 
y7=8 ， 
例 4.3 ”用 上 面 的 程序 malagr.m 求解 例 十 2. 
解 ”在 MATLAB 命令 窗口 执行 下 列 命令 : 
>> X=pi*[1/6 1/4] ; 
>> y=[0.5 0.7071] ; XX=2*#+pi/V9; 
>> yy1l=malagr(x,y,Xx) 
本 

0.6381 
>> X=pi*y[1/6 1/4 1/3] ; 
>> y=[0.5 0.7071 0.8660] ; xx=2*pi/9; 
>> yy2=malagr(x,7,Xxx) 
yy2 = 
0.6434 


4.1.4 Hermite 插值 


拉 格 朗 日 插值 仅 考虑 节点 的 函数 值 约束 , 而 一 些 插值 问题 还 需要 在 某 些 节 点 具 
有 插值 函数 与 被 插值 函数 的 导数 值 的 一 致 性 ， 具有 节点 的 导数 值 约 束 的 插值 称 为 
Hermite 插值 . 下 面 我 们 采取 与 拉 格 朗 日 插值 完全 平行 的 过 程 讨论 一 种 特殊 的 3 阶 


Hermite 插值 多 项 式 的 构造 及 其 余 项 , 它 与 样 条 插值 有 密切 联系 . 


已 知 zo，zl, = jzo), 妨 = fj(zi) 及 多 = jzo, 愉 = 天 (zi), 求 不 超过 3 


次 的 多 项 式 Ba(z) 使 满足 


Ba(zo) =W，Pa(zl) = 及 ， 忆 3(zo) 三 芭 ， 到 (zi) 三 骏 . 


首先 , 当 zo 关 zl, 不 难 证 明 , Bas(z) 存在 唯一 . 
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其 次 , 用 基 函 数 法 导出 本 (z) 的 计算 公式 . 记 户 = zl - zo, 引入 变量 代 换 





了 一 了 I0 

天 》 
并 令 Flz) = flz), 则 大 0) = yo，F1) = 网 及 大 (0) = 的 , 大 (GD = 共 . 参照 ” 阶 拉 
格 朗 日 插值 多 项 式 的 “ 基 函 数 法 ”, 令 


二 一 


再 3(z) = ao 人 (机 )yo 十 aa 人 ( 云 ) 力 十 加 Bo( 元 )%0 十 有 8 (元 )W， (4.15) 
其 中 ao( 昼 ，aa( 五 ，jgo( 五 ，Pi(5) 均 为 3 次 多 项 式 , 且 满 足 


aol(0) 本 二 ell0) nt 0， 5o(0) 有 0， 记 (0) Ti 0， 
ao(l)=0， al=L Bo=0 ， ， OU)=0， 
a0(0) = 0， al0) 二 0 50(0) 三 1 (0) = 0， 
ap(1)=0， =0， =0， 床 (=1 


由 ao(5) 的 第 2 和 第 4 个 约 东 条 件 , 可 设 ao( 了 二 = ( 呈 十 中 二- 1)2, 再 利用 第 1 和 
第 3 个 约束 条 件 可 得 ae = 2, 5 = 1. 这 样 , au(2) = (25+DT)(G 一 1)2. 类 似 可 求 出 
aa( 志 ，Bo( 二 ,Bi (二 的 表达 式 . 我 们 有 

ao[( 元 ) = 253 一 3752 二 1， oa (也 = 一 253 十 372， 


名 (可 = 型 一 222 十 元 永 ( 直 = 型 一 天 . (4.16) 


故 所 求 的 3 阶 Hermite 插值 多 项 式 再 s(z) 为 








Za(z)=ao(= 了 jy 纪 oa 人 (= 也 )m 
+hpo(2 王 )% + HB 对， 


最 后 导出 古 (z) 的 余 项 Ra(z) = J(z) - 且 (z). 构造 辅助 函数 : 





9 人 的 = Ra 人 一 2 (村 王仁 一 2Z0)2(t 一 2 


T(Z) 
类 似 于 拉 格 朗 日 插值 余 项 的 推导 过 程 , 并 注意 到 w'(zo) = W(zi) = 0 可 导出 
) 
Rs(z) = jlz) - 本 (z) = 二 包 ( 一 zojz(z 一 去 )2， (4.18) 


其 中 , zo, zi， ze [af(z) 在 [由 上 有 4 阶 连续 导数 ,上 介 于 z 及 zo, zl 之 间 . 
例 4.4 设 flz) = Inz, 给 定 f(1) = 0, 1(2) = 0.69315,， 大 (1) = 1 7(2) = 0.5. 
用 3 次 Hermite 插值 多 项 式 Bas(z) 来 计算 f(1.5) 的 近似 值 . 
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解 ”这 里 zo=1 zi=2,i=z =-zo=1 则 由 (416) 和 (417) 得 


有 丁 (L5)=ao( 二 一 7) x 0o+m 人 (二 = x 0.69315 








1.5 一 1 








+1xi( 2 


) xl1+lxai( ) x05 


一 0.69315 x ai(0.5) 十 (0.5) 十 0.5 x 记 (0.5). 


注意 到 ， 
aa(0.5) = 一 2 x 0.53 十 3 x 0.52 = 0.5， 


辐 (0.5) = 0.53 一 2 x 0.52 十 0.5 = 0.125， 


启 (05) = 0.53 -0.52 = 一 0.125， 


(1.5) = Ba(1.5) = 0.69315 x 0.5 十 0.125 - 0.5 x 0.125 = 0.409075. 


4.2 ”牛顿 插值 法 


由 于 拉 格 朗 日 插值 公式 计算 缺少 递 推 关 系 , 每 次 新 增加 节点 需要 重新 计算 , 高 
次 插值 无 法 利用 低 次 插值 的 结果 . 通过 引进 差 商 的 概念 , 可 以 给 出 一 种 在 增加 节点 
时 可 对 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 进 行 递 推 计算 的 方法 . 该 方法 称 为 牛顿 插值 法 


4.2.1 差 商 及 其 性 质 


我 们 首先 给 出 差 商 的 定义 . 
定义 生 . 工 设 已 知 0， Z1…… ,Zn 称 


1 一 fm) 各 王 ， 


f[zo,zk] = Evas 苞 人 
为 f(z) 关于 节点 zo，zk 的 1 阶 差 商 . 称 
7 上: 坝 二 一 


PK 一 T1 


为 fl(z) 关于 节点 zo，Z1，ZK 的 2 阶 差 商 . 一 般 地 , 若 定义 了 大 = 工 阶 差 商 , 则 称 


天 jEo zk-2z 昌 一 Jo ,zkt-2zt-i 本 
PK 一 了 7 一 1 


为 3 关于 节点 T0，T1…… IDK 的 大 阶 差 商 . 
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有 和 全 站 SN 人 站 一 
例 4.5 设 已 知 10) = 翌 f(-1) = 5，f(2) = 一 1， 分别 求 f[0,-123 和 
f[-1,2,0]. 
解 
“ 和 
引 关 7 了 jiEl os 
1 -ia= 籽 名 二- 人 
又 
8 的 二 人世: ED 
f[-1353= 了 二 53- 并 4 外 二 [7 人 二 王 和 医生 4， 
所 以 
了 [62,0= 下 :4- 刀 :23 - 全 -~- 家 以 
由 本 例 可 知 , /0, -1,2] = /二 1,2,0], 这 不 是 偶然 的 . 事实 上 , 差 商 具 有 下 列 性 
质 : 
定理 4.1( 差 商 的 性 质 ) (1) 成 立 
大 大 
f[zo,zl，…… ,zk] 三 >》 一 一 2 三 2 妈 汪 (4.19) 
i=0 i=0 cq 
II (zi 一 ZI) 
J 一 0 天 
其 中 ulz) = ts 本 )， 
(2) 关 商 与 节 点 的 排列 次 序 无 关 . 
证 ”性质 (2) 由 (4.19) 式 的 对 称 性 立即 可 得 . 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 性 质 f). 
当 大 = 1 时 ， 
Li Hz) 了 过 co fo L HzD=flzol -loi: 
2 一 了 ji 
J=0J 坟 
知 (4.19) 成 立 . 设 对 人 上 一 工 阶 差 商 (4.19) 式 成 立 . 对 i = 0… 二 2 记 玉 三 于 及 
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4.2 ”牛顿 插值 法 “他 
JWKk-1 一 ITK， 得 
jf[zo，…… ,zk-T zk] = Jo ,zh-2zj 一 了 [ro … zu-2zk-] 
了 3 史 钨 一 人 ?> 三 一 一 一 一 
TK 一 了 KE 一 1 





1 翁 Fn) 六 jzi) ] 


2 一 Zk-1 |] < 一 k-1 A= 
习 0 可 二 过 喝 一 芒 ) 玉生 0 IT 让 2) 
=0jH J=0j 





1 大 一 2 1 1 
ZK 一 Zk-1 { 豆 | 有 -一 
ti 一 0 ( II (mi 芭 】 (Zi 一 2F) I 【Ti 一 Zj 
了 汰 J=0,JTX 


= 
1 | 
大 一 2 大 一 2 
了 (ze 一 天 生 (Cn 二 7) 
了 =0J 尖 j=0J7F 


之 flzl zk- 1) 


大 开 
和 (叶柄 ) IIL (zk 一世 ) 了 (zk- zj) 
=0J 天 i 和 07JFZk-1 0 





由 数学 归纳 法 知 (4.19) 式 成 立 . 口 


4.2.2 “牛顿 插值 公式 


设 已 知 zo,zl…… ,zn 及 伙 = zs) (和 二 0 有， 由 差 商 的 定义 , 当 rz 天 
zi (三 0,1…… ,%) 时 , 由 
jeoa= 二 Paz  yte)= flao)+jtoatz ao 
fo 可 二 foz 
了 一 了 1 
全 ”flzozj=j[zo,zi] 十 [cozi'z(z 一 Zi) 一 


jf[zo， T1) 7] 站 


从 而 
F(z) = 7(zo) + [rozijtz 一 zo) 二 [cozizl(z 一 zol(z 一 zi) 
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依 此 类 推 , 得 到 
ftz)= jzo) 十 f[zozl(z 一 zo) 二 7[zoyziyzzj(z 一 zo)(z 一 Z1) 
十 … 十 让 [zoiz1i 05zn](z 一 zol(z 一 ZI1)…(Z 一 Zn-l) 
十 f[zo…… Znizj(z 一 Zo)(z 一 Zn-1(z 一 Zn) 
=Nn(z) + 书 o(z)， 
其 中 
Nantz)= ffzo) + [lzo,zjl(z 一 zo) 十 flzozizal(z 一 7Zo)(z 一 Z1) (20) 
十 十 jlzo… Zn(z 一 zo0)(Z 一 Z1) (一 Zn21) 


及 
Rn(z) = [lzo… zzmgw(z) = ww(z) 一 IIc 一 2j). (4.21) 
后 00 
由 于 Na(z) 为 不 超过 ” 次 的 多 项 式 , 且 满 足 
Nmn(z 本 (zi) HT 瑟 n(zZi) zi) 5 1 一 0， 1 "了 


故 由 插值 多 项 式 的 唯一 性 知 ， ANn(7z) 五 n(Z) 恰 为 (z) 关于 节点 ZT0:T1) TITnm 的 
拉 格 朗 日 插值 多 项 式 . 再 由 
4， 


(mm 
Rn(z) = jf(z) 一 Nn(z) = jz) 一 on(z) = TD w(zZ)， 
结合 (4.21) 即 得 
(nmn 十 ]) 
fbo mm 本 = 他 二 二，6 介 于 ao ,及 z 之 同 








从 而 有 
了 [zo，…… ,Zn] = 必 全 从 < 介 于 ro ,zn 之 间 . (4.22) 
由 (4.20) 给 出 的 Nn(z) 称 为 1 关于 节点 zo, zi,…' ,zn 的 牛顿 插值 多 项 式 . 
这 种 方法 在 增加 节点 时 可 方便 地 进行 递 推 计算 . 
例 4.6 “用 牛顿 插值 求解 例 4.2. 若 进一步 利用 sin 了 二 = 1 应 如 何 计算 ? 
解 ”7(z) 关于 节点 二 sy 二 和 x 的 各 阶 差 丙 计算 结果 如 下 ， 


ZKk (zk) f[zo,z 同 jf[zozlyzk] 
T/6 0.5000 

厂 /4 0.7071 0.7911 

rr/3 0.8660 0.6990 一 0.3518 
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43 ， 样 条 插值 法 .73 . 
从 而 由 牛顿 插值 公式 (4.20) 得 
线性 插值 
27 2 力 林 :人 和 
sin 本 = Ni( 字 5 ) = 0.5000 十 0.7911 x (地 =: 8) = 0.6381. 
抛物 插值 : 
3 : 2 ”万 27 :人 
sin 本 Na (于 3 ) = 上 (于 站) 一 0.3518 x (地 - 旨 ) x (了 -了 ) 
下 
=0.6381 十 0.3518 x 十 x 了 三 0.6434 
进一步 利用 sin 了 7 得 3 阶 差 商 如 下 : 
ZK zk) J[zozh] fi[zo,zu zk] jf[zo, zi,z2,zZhk] 
fr/6 0.5000 
r/4 0.7071 0.7911 
r/3 0.8660 0.6990 -0.3518 
和 /2 1.0000 0.4775 一 0.3993 一 0.09072 
可 得 


al 一 0.09072 x (所 二 到 ( 笃 -3) (人 = 汪 


=0.6434 一 0.09072x ix556x5 工 一 0.6429. 


18 36 9 
对 照例 4.2 的 运算 过 程 可 见 ,使 用 牛顿 插值 各 阶 插值 之 间 有 递 推 关系 , 当 增加 
节点 时 计算 要 方便 得 多 . 
4.3 样 条 插值 法 


4.3.1 “高 阶 插值 的 Runge 现象 
从 拉 格 朗 日 插值 余 项 公式 的 分 母 部 分 可 以 发 现 , 节点 数 的 增加 对 提高 插值 精度 
是 有 利 的 , 但 这 只 是 问题 的 一 个 方面 . 以 下 讨论 的 著名 例子 揭示 了 问题 的 另 一 方面 ， 
即 并 非 插值 节点 越 多 精度 越 高 . 
例 4.7 设 
fo) 二 1 十 二 床 
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分 别 讨论 将 区 间 [一 5,5] 5 等 分 和 10 等 分 后 , 拉 格 朗 上 日 播 值 的 效果 . 
解 ”根据 拉 格 朗 日 插值 法 通用 程序 malagr.m, 编写 下 面 的 MATLAB 程序 : 
Xmarunge . 
function martunge() 

XX=-5;:0.05:5; 
y=1./(1+XX. 2) ; 
xl=-5:2:5; 
yl=1./(1+xl. 2) ; 
X2m=-5:13:5; 
y2=1./(1+x2.”2) ; 
yy1l=malagr(xl,yl,xx) ; 
yy72=malagr(x2,y2,XX) ; 
LE 一 5 

hold on 

plot (xx,yy2，?r-.); 
Plot(xx,y) ; 

全 起 055， 52)3 
text(4.0,1.5,:L10:); 

在 MATLAB 命令 窗口 执行 
>> marunge 

得 到 Fs(z) 和 Pio(z) 的 图 像 , 如 图 4.1. 


二 


人 
[2 
区 一 


4 
1 
1 
1 
1 
1 
f 
1 





图 4.1 高 阶 反 值 的 Runge 现象 


分 析 插值 结果 可 以 发 现 , 在 [-5, -4n[4,5] 部 分 , Zio(z) 比 Fs(z) 效果 更 差 , 这 
种 高 阶 插值 的 振荡 现象 称 为 Runge 现象 . 从 拉 格 朗 日 插值 余 项 公式 (4.4) 不 难 找 出 
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4.3， 样 条 插值 法 .85. 


Runge 现象 发 生 的 原因 . 事实 上 , 由 于 


1 旦 1 1 
j( 中 三 1-z2,,: 人 说 ER 





可 得 
(一 IJ"+1 


1 1 
fn+D(z) = ( 妹 十 1 区 二 下行 六 可 





从 而 


_1TYn 十 1 
jg -mmG=C n+ 一 En]ol) 





_ (CD"+ wz) 
全 +DP2TI 


凑 中 :0 二 Eee 当 mw -oo 时 , 无 法 保证 余 项 的 收敛 性 , 


4.3.2 ”分 段 插值 

避免 高 阶 插值 Runge 现象 的 基本 方法 是 使 用 分 段 函数 进行 分 段 插值 . 我 们 在 
此 介绍 分 段 线性 插值 五 (z) 和 分 段 3 阶 Hermite 揪 值 古 (z). 

1. 分 段 线性 插值 

设 已 知 zo < zl < …< mm 及 钙 = ci)G=0,1…m), 五 (z) 为 区 间 [zi-lyzi] 
上 不 超过 1 次 的 多 项 式 , 且 满 足 石 (zi_i) = Wi 五 (zi = (ti = 0,1……,m). 由 线 
性 揪 值 公式 得 

所 (全 到- 一 


Ti 一 1 


可 以 证 明 , 分 段 线性 插值 是 收敛 的 . 事实 上 , 分 段 线性 插值 的 余 项 为 


sin( 爷 十 2)0， 





一 全 4 熙 
一 一 人 zi 了 所 (4.23) 
TH 一 1 


Ti 
1 
二 二 咏 一 1 0 


人 二 ec 一 Zi-l)(z 一 Zi Ti-I 科 开 私 2 (4.24) 
由 于 全 
人 |(z 一 zi-i)(z 一 zi| = 人 
故 由 (4.24) 得 误差 上 界 
2 
|Ra(z)| = 上 人 (z) 一 五 tz)| 和 二 Ma， (4.25) 


其 中 


二 | 一 ZN Ma = max | 产 (z)|. 
天 瑟 (ma 一 1 1)， 3 本 | 人 )| 
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由 (4.25) 立 知 , 当 玉 一 0 时 , 五 (z) 一 Fz). 

分 段 线性 插值 简单 ， 易 于 应 用 . .同时 由 (4.25) 可 知 ， 可 通过 选取 适当 的 步 长 
尹 控制 精度 . 但 它 不 具有 光滑 性 , 使 用 Hermite 揪 值 原理 可 得 到 具有 光滑 性 的 分 段 
插值 . 


2. 分 段 3 阶 Hermite 播 值 


设 已 知 TZ0<TI<… 世 ITn 防 = 了 (zi) 及 隶 = ji(zi) 人 (=0,1…- ;用 ). Ra(z) 为 
区 间 [zi_-li, zi] 上 不 超过 3 次 的 多 项 式 , 且 满 足 


和 三 外 …… 信 。 
玉 (Zi1) = 0- (ci) = 多 


由 3 阶 Hermite 插值 公式 (4.17) 得 


Hp( :w+ 遍 ( 二 人 


Ti-1 和 工 和 Ti 一 1 ) 刀 


人 Ra(zi-1) 三 Ui-1， 五 (zi) = 


一 





其 中 , 属 = zi -zi 基 函 数 ao(z)，ai(z)，5o(z), 奈 人 ) 的 表达 式 见 (4.16). 
再 来 看 看 分 段 3 阶 Hermite 揪 值 的 截断 误差 . 由 (4.18) 可 得 


玉 o=JGj- Raj= 瑟 国 e -Pa 了 
Ti 一 I 要 大 1 一 1 ”1 也- 
由 此 得 误差 估计 式 
Ima(ojl= Go) -Rajl< 帮 M (4.28) 
其 中 
一 m (一 Zi-1)) Ms 三 ax | tfz)l 


由 (4.28) 立 知 , 当 玉 一 0 时 ; Ra(z) 一 Flz), 即 分 段 3 阶 Hermite 揪 值 是 收敛 的 . 

分 段 3 阶 Hermite 插值 多 项 式 显然 有 1 阶 连续 导数 , 但 在 实际 应 用 中 一 般 不 
知道 , 我 们 可 以 利用 这 一 自由 度 得 到 光滑 性 更 好 的 、 在 实际 工程 计算 中 应 用 最 广泛 
的 三 阶 样 条 插值 . 
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4.3 样 条 播 值 法 , 凡 . 


站 


4.3.3 “三 阶 样 条 插值 及 其 通用 程序 

1. 算法 推导 

设 已 知 TZ0 < IT1 二 < TITn 及 和 jzitt 一 0,1…' 7 纺 ) 插值 函数 S(z) 在 每 
个 小 区 间 [zi_i,zi] 上 是 不 超过 3 次 的 多 项 式 且 具有 2 阶 连续 导数 , 则 称 S(z) 为 
三 阶 样 条 插值 . 具体 地 说 , 三 阶 样 条 插值 是 满足 下 列 条 件 的 分 段 三 次 多 项 式 ; 

(1) 插值 条 件 : 

S(zi) 三 不 (三 01 7); 
(2) 连接 条 件 : 


Stzi -0)=S(zi+0)，53(zi 一 0)=3(m 寺 0)， 
S(ri 一 0) = 3S (mi 十 0)， = 区 一 | 


我 们 来 分 析 一 下 三 阶 样 条 插值 的 存在 性 这 里 , S(z) 是 ” 个 不 超过 3 次 的 多 
项 式 , 共 含 4n 个 待定 参数 . 插值 条 件 给 出 了 n+1 个 约束 , 连接 条 件 给 出 了 3(m 一 1 
个 约束 故 插值 条 件 和 连接 条 件 一 共 给 出 了 4n - 2 个 约束 . 与 待定 参数 相 比 还 少 
2 个 约束 , 为 此 可 按 实际 需要 , 人 为 地 添加 2 个 边界 条 件 . 常用 的 边界 条 件 有 下 列 
4 类; 

(D 一 阶 导 教 : 3S'(zo) = 区，3'(zn) 三 gw 

(2) 二 阶 导 教 : 5S"(zo) = W0， 3"(zn) = Wi 

(3) 周期 样 条 : 3S'(zo) = 3"(zn)，3"(zo) = 5 (zn)， 前 提 条 件 是 S(zo) = 5S(zn， 
当 被 插 函 数 是 周期 函数 或 封闭 曲线 时 , 宜 用 周期 条 件 ; 

(4) 非 捏 结 : 第 一 段 和 第 二 段 多 项 式 3 次 项 系数 相同 ， 最 后 一 段 和 倒数 第 二 段 
多 项 式 3 次 项 系数 相同 . 

下 面 我 们 利用 分 段 3 阶 Hermite 插值 给 出 三 阶 样 条 插值 的 一 种 算法 . 

设 S'(zi) = mufi = 0,1，…,m), 由 分 段 3 阶 Hermite 插值 式 (4.26) 得 


S(z) -aa( 2 jx- 十 aa (: 人 jx 


十 ii( 2 mi- 十 iDi (: 人 )m， (4.29) 








Ti 一 1 委 了 Ti 和 1 


其 中 ,六 = zi - zl, 基 函 数 ao(zj，aa(zj; Bo(z)，Ei(z) 的 表达 式 由 -4.16) 定义 . 
由 分 段 3 阶 Hermite 插值 的 性 质 在 写 出 $(z) 的 表达 式 的 过 程 中 实际 上 已 使 
插值 条 件 和 连接 条 件 的 连续 性 和 一 阶 光滑 性 得 到 满足 , 故 余下 的 只 需要 根据 ”一 1 
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个 二 阶 光 滑 性 约束 条 件 S"(zi - 0) = 5"(zi +0) 和 2 个 边界 条 件 来 求 m 十 1 个 待定 
参数 mo,mil,…… ,mn. 直接 计算 得 


al(z) =12z--6，oafg(z)= -12z+6， 
届 (z) =6z-4 By(z)=6z-2. 
由 此 不 难 求 得 
。 a0(1) = 6，ad(1) = -6， 扎 (GD) = 2， 羽 (D) = 
af(0) = -6，ag(0) = 6， 失 (00) = -4 成 (0) = -- 
利用 [zi-i,zi] 上 5S(z) 的 表达 式 求 得 


3 = d( 2 证 吕 w( 2 ) 


1 交 一 了 il Tai or | 了 一 了 ii~1 
二 人 ( 咎 写 二 旦 必 ( 矶 








3 -0= 生 60++ 放 瓜 (0+ 全 二 羽 ()+ 天 克 () 


2 4 
一 关 mri+ 站 mi 一 总 ( 估 一 Wi (4.30) 


同样 , 利用 [zi, zi+l] 上 5S(z) 的 表达 式 求 得 
W/ 攻 卫 一 工 Y 1 奖 一 碟 
关 基 | 5 各 所 ht ) 


7 1 交 一 位 THL or 工 一 了 
+ 匡 必 (等 区 ) | 由 





故 
5"(zi 十 0)== 十 龙 “oa0(0) 二 大 JitLowt0) 训 人 ) 二 下: 二 80) 
一 -下 mm 一 17 二 1 机 了 一 一 护 ). (4.31) 


由 S"(zi 一 0) = S"(zi +0) 得 
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4.3 ， 样 条 插值 法 .79 ， 
人 
2 二 6 4 和 


共 E 直 6 砚 凶 一 -1) = 二 呈 -t+ 记 用)， 











即 
ji+1 必 
下 二 届 二 机 
3hiil 外 一 i-1 | 3hh +1 一 名 
不 十 策 HL 岳 十 ji+1 ji+l 
令 
1 HL 一切 
和 Xi = 直 寺 有 1 人 却 5 (4.32) 
则 有 
Xi-1 十 2 十 Airni+l 三 bi 1 一 1 2 中 一 1 (4.33) 
(1) 如 果 是 第 一 类 (一 阶 导数 ) 边界 条 件 , 则 mo = 好 ,mw = 炙 , 于 是 (4.33) 可 
写成 
2 雁 7TT1 凡 一 130 
2 2 /Na 7T22 bo 
一: : (4.34) 
0 Timn 一 2 加 -2 
An_1 2 改 7n-1 bn 二 1 一 An-1 
(2) 如 果 是 第 二 类 (二 阶 导数 ) 边界 条 件 , 在 (和 31) 中 取 i = 0, 在 (4.30) 中 取 
1 三 刀 , 得 
4 2 6 
本 砚 甸 一 加 ) =20， 
和 了 4 6 
和 于 再 如 一 加 -二 络 ， 
整理 得 和 
2rmno 十 7m1 = 3 芝 了 瓜 ， 
mn_1 十 27 一 wa 如 铸 : 
令 
=- 一 =3 刀 二 如 0 二 3 如 二 如 -1 
ho=1，Xn 一 1 ，b=3 如 一 3 RE (4.35) 
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和 


这 样 , 结合 (4.32) 和 (4.33) 得 


2 jn Ta0 bo 一 ha /2 
和 1 2 HI 1 信 
， 一 : 。 (4.36) 
MAn-I 1 25 AHn2l 7TTin 一 1 加 -1 
人 Tin bn 十 jz/2 


方程 组 (4.34) 和 (4.36) 都 是 三 对 角 线性 方程 组 , 可 以 用 追赶 法 进行 数值 求解. 
其 它 边 界 条 件 也 可 以 转化 为 线性 方程 组 来 求解 . 

2. 算法 通用 程序 

我 们 给 出 具有 一 阶 导数 边界 条 件 的 三 阶 样 条 插值 的 MATLAB 通用 程序 . 分 
为 二 步 , (1) 由 (4.32) 式 计 算 X， 司 ，4 等 辅助 量 ; (2) 用 追赶 法 求解 (4.34) 得 
ma ,ma_ii (3) 判断 插值 点 所 在 区 间 ; (4) 用 (429) 计算 插值 .下列 程序 中 包含 
了 5 个 子 函数 , 一 个 是 追赶 法 , 另外 四 个 是 基 函 数 ， 

yymasp1line . 严 

function m=maspline(x,y,dy0,dyn,xx) 

% 用 途 : 三 阶 样 条 插值 (一 阶 导 数 边 界 条 件 ) 

% 烙 式 : m=maspline(x,y,dy0,dyn,xx) ，x 为 节点 向 量 ， 

%y 为 数据 ，dy0,dyn 为 左右 两 端点 的 一 阶 导数 如 果 xx 缺 省 ， 

Y 则 输出 各 节点 的 一 阶 导 数值 ，m 为 xx 的 三 阶 样 条 插值 

n=length(x)-1; 义 计算 小 区 间 的 个 数 

h=diff(x); lambda=h(2:n) ./(h(1:n-l)+h(2:Dn)); mu=l-lambdai 

theta=3+ (lambda.*diff(y(1:n))./h(1:n-1)+mu.*diff(y(2:n+l)) ./h(2:n)); 

theta(1)=theta(1)-1ambda(1)*dy0; 

theta(n-1)=theta(n-1)-1ambda(n-1)*dyni; 

% 追赶 法 解 三 对 角 方 程 组 

dy=machase(lambda,2*ones(1:n-1) ,mu,theta) ; 

% 落 给 插值 点 ， 计 算 插值 

m=[dy0;dy;dyn] ; 

if nargin>=5 

S=Zeros(SiZe(xX) ); 
for i=13:mn 
if i==1 
kk=find(xx<=x(2)) ; 
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4.3 样 条 插值 法 .8I ， 


el1Se ff ii== 
kk=find(xx>x(n)) ; 
elSse 
kk=find(xx>X(i)&xx<=X(i+l) ) ; 
end 
Xxbar=(xx(kk)-x(i))/h(i); 
s(kk)=alpha0(xbar)*y(i)+alphal(xbar)*y(i+1)... 
+h(i)*beta0(xbar)*+m(i)+h(i)*betal(xbar)*m(i+l) ; 
end 
m=Sj 
end 
% 追赶 法 
function x=machase(a,b,c,g) 
n=1length(a) ; 
for k=2;:Dn 
b(k)=b(k)-a(k)Vb(k-1)*c(k-1); 
d(k)=d(k)-a(k)Vb(k-1)*d(k-1); 
end 
Xx(n)=d(n)/Vb(Cn) ; 
for k=n-1l:-1:1 
X(K)=(d(k)-c(k)*x(k+l1))Vb(k) ; 
end 
X=X(:); 
% 基 函 数 
function y=alpha0(x) 
y=2*+X. “3-3+X. 2+1; 
function y=alphal(x) 
y=-2+*X. “3+3+yX， 2; 
function y=beta0(x) 
y=X. ~3-2+X. 2+X; 
function y=betal(x) 
JeX.。 3-X. 2; 
例 4.8 ”利用 程序 maspline.m, 求 满足 下 列 数据 的 三 阶 样 条 插值 
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2 一 0 1 2 
f(z) - 0 1 0 
(z) 0 Rs 


其 中 , 插值 点 为 一 0.8，--0.3，0.2，0.7，1.2，1.7，2.1. 
解 ” 在 MATLAB 命令 窗口 执行 
>> x=[-1012]; y=-[-101410]; 
>> xxre[-0.8 -0.3 0.2 0.7 1.2 1.7 2.1]; 
>> maspline(x,y,0,-1,xx) 
9 
-0.9451 -0.4414 0.3045 0.9002 0.9109 0.3546 -0.0905 


4.4 最 小 二 乘 拟 合 


4.4.1 “最 小 二 乘法 


前 面 介绍 的 插值 法 , 要 求 插值 函数 和 被 插 函 数 在 节点 处 的 函数 值 甚至 导数 值 
完全 相同 , 这 实际 上 是 假定 了 已 知 数据 相当 准确 . 但 在 实际 问题 中 , 数据 由 观测 得 
到 , 难免 带 有 误差 . 此 时 采用 高 阶 插值 多 项 式 , 近似 程度 不 一 定 很 好 , 有 时 还 会 出 现 
Runge 现象 . 所 以 最 好 采用 最 小 二 乘法 . 

假定 通过 观测 得 到 函数 y = jf(z) 的 mm 个 函数 值 : 


久 局 用 Zi)， 一 2 


所 谓 最 小 二 乘法 就 是 求 f(z) 的 简单 近似 式 ep(z), 使 wzi) 与 % 的 差 :( 称 为 残 差 或 
偏差) 


et 一 %(Zi) 一 3V， 1 一 1,2, 2 17 


的 平方 和 最 小 , 即使 
S=》 引 =2_Ie(o 一 同 - (4.37) 
il 4=1 
最 小 . 2(z) 称 为 7 个 数据 (Zi )， 1 一 1, 2， "9 的 最 小 二 乘 拟 合 函 数 ， F(Z) 称 为 
被 拟 合 函数 . y = ep(z) 近似 反映 了 变量 z 与 y 之 间 的 函数 关系 y =.f(z), 称 为 经 
验 公 式 或 数学 模型 ， 
例 4.9 { 线性 拟 合 ) 已 知 zl Z2 ,Zr 及 人 ziltt 一 12,…， ; 作 )， 由 最 
小 二 乘法 求 f(z) 的 拟 合 直线 p(z) = 4 十 红 . 
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44 最 小 二 乘 拟 合 ,83 ， 
解 记 状 妨 
5(o 忠 =》 了 荐 -9(zi= 》 区 一 (+ 弛 2. 

ge=1 gm1 

由 取 极 值 的 必要 条 件 
25 还 3 一 昌 
Da 一 5 

得 


一 2 训 一 (a 二 tpzi)] = 0， 


=1 


了 一 (a 十 bri)] = 0， 


(站 = 2 
( 它 )… ( 半 直 = 3 


gz 1 
当 ”> 1 时 , (4.38) 的 系数 行列 式 


(4.38) 


名 于 从 mm 好 
刀 名 枉 1 - 二 本 1 0， 
亲 。 六 < (二 = 2 人 二 … 头 

ie=1 1 一 1 


其 中 


从 而 (4.38) 有 唯一 解 . 

例 4.10 (线性 化 拟 合 ) 已 知 zl,za…… ,Zn 及 了 =Fci)ti=12 ,mh) 由 
最 小 二 乘法 求 F(z) 的 拟 合 曲线 p{Z) = aet. 

解 ”这 里 若 与 例 4.9 一 样 , 记 3S(a,0) = >》 [wx -- 92(zij2, 则 由 取 极 值 的 必要 条 


件 st 中 = st(o 中 = 0 得 到 一 个 非 线性 方程 组 难以 求解 为 此 , 考虑 用 对 数 将 
“曲线 拉 直 ”， 记 


五 nu 三 1 ,02)，UV(Z) 王 lnplz) = 二 +br (6=lno)， 
则 可 用 (4.38) 求 得 去 及 尺 从 而 
br 


p(Z) = ey(z) = aet=， 口 = e5. 
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例 4.11 当 线 性 方程 组 未 知 数 的 个 数 少 于 方程 的 个 数 时 , 称 之 为 超 定 方程 组 ， 
用 最 小 二 乘法 求 下 列 超 定 方程 组 的 数值 解 : 


471 十 272 = 2， 

321 一 了 2 一 10， 

llzl 十 3zz = 8. 
解 ”由 最 小 二 乘 原理 , 即 求 zl, zz 使 下 列 函数 


S(z1,IT2) 一 (471 十 272 一 2)2 + (3zl -za2 一 10)2++(llzi 十 3z2 一 8)? 


取 极 小 值 . 由 
5 5S 73zl 十 19z2 = 63， 21) 三- 工 58， 
一 -一 二 一 一 一 之 
Drl ”Dr 19zil 填 7za = 9， z2 = 一 3.6. 


这 里 所 得 z，zs 虽 非 方程 组 的 解 , 但 却 是 最 小 二 乘 意 义 下 的 最 佳 近似 解 . 
值得 说 明 的 是 ,上述 例 子 都 只 是 通过 取 极 值 的 必要 条 件 求 出 了 误差 函数 的 稳定 
点 并 没有 证 明 它们 就 是 所 求 的 最 小 值 点 .下面 我 们 建立 最 小 二 乘 拟 合 的 一 般 理论 


4.4.2 ”法 方程 组 
首先 我 们 给 出 函数 线性 无 关 的 概念 . 
定义 4.2“ 设 有 函数 列 po(z),Ppi(z),…… ,Jpm(z), 如 果 
lopo(zi) 十 1pi(zi) 十 … 十 jpm(zi 二 0， 1 一 了 证 (4.39) 
当 且 仅 当 1 = 古 三.…= 吕 =0 时 成 立 , 则 称 函 数 po(z), pi(z) ,pm(z) 关于 节 


点 T1,IZ2 TImn 是 线性 无 关 的 . 
线性 无 关 函 数 oo,pl,… ,pm 的 线性 组 合 全 体 更 称 为 由 9o,pa pm 张 成 


的 函数 空间 , 记 为 ”， 


1 
更 一 span{poPb pm 二 {e@) = 》'aipilao,al am E R) 
i=0 


并 称 pop … ,pm 为 更 的 基 函 数 . 
最 小 二 乘 拟 合用 数学 语言 表述 为 : 已 知 数据 zi, w = flziti = 1,2…… ;四 和 
函数 空间 
更 = span{ypo,pl，… ,pm 
求 一 函数 2*, 使 
上 二 ol 二 到 | 一 9l2. 
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令 
2(z) = >》 oajpji(z)， Jo"(z) = 》 aypj(zh)， 
j=0 和 0 


那么 
Stooai am)=11 -9 有 = 呈 世 =- 生 ooito] . 


及 
ti 一 1 JT=0 


于 是 , 问题 等 价 于 求 oj,ai…… ,as ER, 使 


5(ai,ai…… ,an ) 王 Iin S(ao,al,…: 下 
aoairamE 及 


页 但 ，17/1 


(4.40) 


(4.4H) 


根据 函数 极 值 的 必要 条 件 , 对 ao,al,…… ,am 求 偏 导数 并 令 其 等 于 零 : 


59 


瑞 = 0， 大 =0,1…… ,mm， 
得 人 妨 377 
-2》、 [ - 2 ek(zi) = 0， 
tl J=0 
即 7 及 护 
》、》 aipji(zi)pk(zi) = 》 WPk(zi)， 大 = 01 mm 
JP0tmei 4 
用 内 积 表示 为 线性 方程 组 
(Pj pk)aj 三 (有 户 oh 大 三 01 二 3170 
j=0 
其 矩阵 形式 为 
(Popo) (pop (0,Pm) ao ( 户 wo0) 
(plipo) (PDT) (PPm) 加 (六 21) 
(pmpo) (pmpol) … (propm) Qm (Jpm) 
方程 组 (4.43) 称 为 法 方程 组 或 正规 方程 组 . 


定理 4.2 ”如 果 函 数 po(Z),Ppi(z)…… ,pm(Z) 关于 节点 TIlZ2,…: 


关 , 则 法 方程 组 (4.43) 的 解 存在 唯一 , 且 是 (4.41) 的 唯一 最 优 解 
证 用 wk(zi) 乘 (4.39) 的 两 边 并 求 和 得 


1o(po,Pk) 十 有 (PPb) 二 十 1m(PpmPk) 三 0 三 01 74 
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,Zn 线性 无 


(4.44) 
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由 于 函数 po(Z)， 1 (z)， 9 pm 人 (Z) 关于 节点 IT1: 2 In 线性 无 关 ， 故 (4.44) 只 有 


零 解 , 那么 必 有 
(Popo) (pop (popPm) 
(ro) We ,， 人 人 
(pmypo) (pop (PPm) 


这 样 , 法 方程 组 (4.43) 的 解 存在 唯一 . 
下 面 证 明 (4.41). 设 ai,ai,.… ,a* 是 法 方程 组 的 解 : 


Tu 
(Phpkjoy = ( 户 P)， 大 = 01 rm 
和 -0 


即 
(2 AP) (jePk)， 上 三 0, 1 7 


或 
(一 2,pk) = 和 0， 上 三 0,1;…， 77) 


根据 内 积 的 性 质 , 对 任意 的 we 更 有 
(下 人 p”， 吃 ) = 0， 
于 是 , 对 任意 的 oo,al,… ,am, 有 


SG(ao,al,…: 冯 = 站 如 | 

= (一 pf -op = 人 (人 + 几 一 Of 一 六 十 太一 急 

= 人 (f 一 凡 , 太 po) 二 2 一 的 一 仆 十 ( 估 一 扩 人 一 9 

= S(a3,ot as) 十 2(f 一 Po 一 们 二 | 一 9 
由 于 w* -~ pe 和, 因此 , 上 面 最 后 一 个 等 式 的 右边 第 二 项 为 零 , 而 第 三 项 非 负 , 故 

S(ao,al…… | 之 8(ao,al,…: 246 
即 oz,oi,.… ,ax 是 (4.41) 的 唯一 最 优 解 . 口 
例 4.12 已 知 sin0 = 0， sin 尝 5 sin 了 二 | sin 也 = 1, 由 最 小 二 乘法 求 

sinz 的 拟 合 曲线 p(z) = ar 十 bz3. 
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解 ”这 里 , f(z) = sinz，wpo(z) = z，p1 = za, 计算 得 


二 且 
(po,po) = 》 [po(zb 和 = 2 于 = 3.8382， 


YE=1 ft 一 1 


4 4 
(2po,p1) = (Pil,po) 王 》 9po(zi)px(zi 一 》 3 三 7.3658， 


1 Yi 

4 4 
(poi)= 》 pi(ztjj= 》 区 =16.3611， 
ti=1 


iT1 


芋 二 
(jwpo) = 》 zisinzi =2.7395，( 上 Pi) = 》 zsinzri = 4.9421. 
# 一 工 


忆 
得 法 方程 组 
7.3658a 十 16.36110 = 4.9421， 
解 得 a = 0.9856, 5 = -0.1417. 从 而 对 应 已 知 数据 的 sin z 的 最 小 二 乘 拟 合 曲线 为 
ez) = 0.9856z -- 0.1417z3?. 
4.4.3” 正 交 最 小 二 乘 拟 合 
最 常见 的 拟 合 函数 类 是 多 项 式 , 其 基 函 数 一 般 取 寡 函数 


po(z) 三 1 Pi(Z) 三 了 二 的 克 ( 交 ) 三 立 ”“- 


| 3.8382a 十 7.36850 = 2.7395， 


由 于 


她 


(2ie2hb) 2 ( 记 PR) 一 : 2 下 06 
1 


=1 


这 样 , 法 方程 组 为 
多 和 污 人 》7zp 》 水 
gl 4 一 1 #=1 


a0 


对 丽 郊 
上 mn 二 1 j 
2 5 这 2 (4.45) 


Qm 


从 及 四 
Tm 十 1 2m ， 
> 了 y Ti vv y T1; 》 II 


1 =1 tl 1 


但 遗憾 的 是 , 当 m 比较 大 时 , 该 方程 组 往往 是 病态 的 , 从 而 导致 结果 误差 很 大 . 
下 面 我 们 考虑 所 谓 的 正 交 最 小 二 乘 拟 合 . 首先 给 出 正 交 多 项 式 的 概念 . 
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定义 4.3 ” 设 节 点 Tl,z2, ,Zn 和 多 项 式 函 数 P(z) 和 Q(z), 如 果 


(PQ)= 》 PlziQ(zi) = 


记 1 


则 称 P(z) 和 QZz) 关于 节点 IT1 2 Im 正 交 . 如 果 函 教 类 下 的 基 函 数 Wo， W1，… 和 


Wn 两 两 正 交 , 则 称 为 一 组 正 交 基 。. 


设 如 ,加 ,… ,wm 为 函数 类 丙 的 一 组 正 交 基 , 那么 法 方程 组 (4.43) 就 成 为 简 


单 的 对 角 方 程 组 , 其 解 可 以 有 下 式 直 接 给 出 : 














放 ( 户 k) 下 菇 月 
号 几 ， 失 二 训 让 天 和 (4.46) 
从 而 避免 了 求解 病态 方程 组 . 
正 交 基 可 以 由 任意 基 wo,pl,… ,wm 通过 Schmit 正 交 化 方法 得 到 : 
Wo(z) = po(z)， 
由 (一 Pa(z) - 作 2oa] go 人 
本 (P2， 0) yo (Pp2,W1) 
赂 网 二 内 加 一 (有 ) 和 加 一 (本 
3 (pmyo) (Pm, 纺 ) ER (9m,ym-I) 
各国 一 oo 全 一 (和 机 加 一 人 国王 0 
例 4.13 ”已 知 下 列 数据 求 拟 合 曲线 p(z) = ao 十 ai7 十 az72 十 a373， 
2 
7 -2 E 0 1 2 
FLz) = 一 1 0 1 


ee 


解 ” 取 polz) = 1， wpi(z) = z, wa(z) = z2, pa(z) = 23, 先进 行 Schmit 正 交 


化 ， 
加 过 内 风 运作 
宙 国 习 疯 二 人 too(z) = 了 


了 站 芭 Wan) -人 史 几 (dj= 





CA 
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则 如 ,加 ,ww 两 两 正 交 . 计算 得 


(yo， Wo) be 5， (她 ) 10， (2， ua2) 14， (Was; Was) =- 14.4， 
( 户 ) = 0， (ji)= 6， ( 方 加 ) 0. (ff 如 ) = 一 2.4. 


从 而 , 由 (4.46) 得 


elzj = io) 二 5 加 = 82 一 5( 辣 一 到 


4.4.4 多 项 式 拟 合 的 通用 程序 


下 面 给 出 多 项 式 拟 合 的 MATLAB 通用 程序 : 
e 多 项 式 拟 合 MATLAB 程序 
Xmafit .mm 
function pP=mafit(X,y,m) 
% 用 途 : 多 项 式 拟 合 
Y% 格 式 : p=mafit(x,y,m) x,y 为 数据 向 量 ，m 为 拟 合 
% 多 项 式 次 数 ，P 返 回 多 项 式 系数 降 轩 排列 
format Short ; 
A=Zeros (m+1,m+l) ; 
for ii=0:m 
for j=0:m 
A(i+l,j+li)=sum(x.~(i+j)); 
end 
b(i+l)=sum(Xx. .yy); 
end 
a=ANb?; 
p=fliplr(a'); Y% 按 降 鹤 排列 
例 4.14 ”用 上 述 程序 求解 例 4.13. 
解 ” 在 MATLAB 命令 窗口 执行 
>> xs-2:2; y=[-1 -1.0 .1.1]1; 
>> P=mafit(x,y,3) 
得 计算 结果 : 
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-0.1667 0 1.1667 0 
从 而 所 求 的 拟 合 曲线 为 


efz) = 一 0.1667z3 十 1.16677. 


习 题 4 
( 工 ) 理论 分 析 题 


4.1 当 z= -1,1,2 时 , f(z) = -3,0,4, 求 f(z) 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 . 

4.2 利用 函数 y= VZ 在 rz= 1,4 的 值 , 计算 V2 的 近似 值 , 并 估计 误差 . 

4.3 利用 函数 y = VZ 在 z = 0,1,4 的 值 , 计算 V2 的 近似 值 , 并 估计 误差 . 

4.4 设 被 插 函 数 为 y = 27. 

(1) 给 定 两 点 坐标 (0, 1), (1, 2), 构造 线性 插值 函数 志 ai(z), 并 求 223 的 近似 值 和 截断 误差 ; 
(2) 给 定 三 点 坐标 (-1.0.5)，(0, 1), (1, 2), 构造 二 次 插值 函数 忆 az(z), 并 求 203 的 近似 值 和 


截断 误差 . 
45 已 知 函 数 f(z) = 56z3 + 24z2 + 5 在 点 20，21，25，27 的 函数 值 , 求 其 三 次 插值 多 
项 式 . 了 
4.6 证 明 ; (1) 》 ziik(z) = 车， 了 工 = 1D2 3 (2) 》y (ze 一 zjtx(z) =0，7 = 
大 一 0 大 =0 
和 


4.7 设 flz) 在 [o, 中 有 连续 的 二 阶 导数 , 且 ffa) = f(b = 0, 求证 


ax lf(zj| < 地 一 aamas 7 


4.8 设 ffz) = z4, 用 拉 格 朗 日 余 项 定理 写 出 以 -1,0,1,3 为 节点 的 三 次 差 值 多 项 式 . 

4.9 利用 余 项 定理 证 明 次 数 < mn 的 多 项 式 , 其 mn 次 拉 格 朗 日 差 值 多 项 式 就 是 它 自 身 . 

4.10 设 ffz) e Clla, 中 zo e (a, 四, 定义 f[zo，zo] = jim [， zo], 证 明 ; 帮 [lzo，zo] = 
也 (zo). : 

4.11 车 flz) = wn+i(z) = (z 一 zol(z 一 zi) (一 Znj zi=01… ,于 ) 互 异 ,, 求 
f[zo，zl,…… ,zp] 的 值 , 这 里 p 和 十 1 

4.12 ”已 知 sin(0.32) = 0.314567, sin(0.34) = 0.333487 有 6 位 有 效 数 字 ， 

(1) 用 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 求 sin(0.33) 的 近似 值 ; 

(2) 证 明 在 区 间 [0.32, 0.34] 上 用 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 计算 sin z 时 至 少 有 4 位 有 效 数字 . 

4.13 设 ffz) 在 [1,3] 上 4 阶 可 导 , P(z) 为 满足 P(D) = 71),， P(2) = 2), P(3) = 7(3) 
及 P'(2) = 记 (2) 的 不 超过 3 次 的 多 项 式 , 证 明 : 当 re [1,3] 时 , 存在 e [1.3], 使 得 


(4) 
f(z) - P(z) = 二 介 c -Dz-2) (z 一 3) 
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4.14 求 不 超过 4 次 的 多 项 式 P(z), 使 满足 P(0) = 已 (0) =i0，PU = P'D) = 1， 
P(2) = 1, 并 当 f(z) 也 满足 上 述 关 于 P(z) 的 约束 时 , 写 出 余 项 f(z) - P(z). 


4.15 给 定数 据 如 下 : 
Ti 0.5 1.0 1.5 2.0 
(zi) 0.75 1.25 2.50 5.50 
(1) 作 函 数 jz) 的 差 商 表 ; 


(2) 用 牛顿 插值 公式 求 三 次 插值 多 项 式 Ns(z). 
4.16 设 zo,zli,,… ,Zrn 是 互 异 的 插值 节点 , 试 证 : 


() 和 zi(z) = ze (= 0,1…,m), 其 中 二 (z) 是 拉 格 朗 日 插值 基 函 数 ; 
1=0 


(2) 若 F(z) 为 不 超过 .m 次 的 多 项 式 ， 则 有 Zn(z) = jz)， 其 中 Zn(z) 是 f(z) .的 以 
zo,2l,…… ,Zn 为 揪 值 节点 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 . 
4.17 设 有 nm +1 个 多 项 式 


大 
pk(Z) 一 3 cz ct 头 0， 大 三 0,1 ,mn 
im0 
试 证 明 wo(z),ei(z),…… ,pn(z) 在 任何 区 间 [o, 引 上 都 线性 无 关 . 
4.18 设 P(z) 是 任意 首 项 系数 为 1 的 m 十 1 次 多 项 式 , 试 证 明 


P(z) = 》` P(zk)&(z) =w(z)， 
上 =0 

其 中 有 (z) (k = 0,1,.… ,mn) 是 拉 格 朗 日 插值 基 函 数 ,局 (z) = (z 一 zoj(z 一 z1) (一 Zn). 

4.19 ” 求 被 插 函 数 jz) 在 区 间 [1, 5 上 的 三 次 样 条 函数 S(z), 其 中 f(1) = 了 7C2) = 3， 
(4) = 4, f(5) = 2, 取 自 然 边界 条 件 S"(1) = 3 (5) = 0: 

4.20 “ 求 被 插 函 数 ftz) 在 区 间 [-1, 2] 上 的 三 次 样 条 函数 S(z), 其 中 7-H = =1，f(0) 三 
0, f(D = 1 f(2) = 0, 取 边 界 条 件 S'(=1) = 0 3" (1) = 一 1 

4.21 已 知 连续 函数 f(z) 在 z = -1，0，2,，3 的 值 分 别 是 --4, -1, 0, 3, 用 牛顿 插值 求 ; 

(1) 7(1.5) 的 近似 值 ; 

(2) Fl(z) = 0.5 时 , z 的 近似 值 . 

4.22 ”对 如 下 函数 表 , 建立 三 次 样 条 插值 函数 ， 





上 
jz) 
jz) 1 | 


和 
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.92 . 第 4 章 插值 法 与 最 小 二 乘 拟 合 

4.23 求 超 定 方程 组 
0. 二 轴 
Zi 十 IT2 一 2.1， 
2zl 十 zz 三 2.9， 
3zl 十 Z2 王 3.2 

的 最 小 二 乘 解 . 
424 已 知 cos 开 一 交 cos 开 = 二 cos 开 = 0, 由 最 小 二 乘法 求 cosz 的 氢 合 曲线 , 并 比 


较 它们 的 拟 合 误差 : 

-” (Da(z)=a+bri (2) pa(z)=a+bz2 (3) pa(z) = ae 
4.25 求 f(z) = z5 - 1 关于 节点 -1,0,1,2,3 的 最 小 二 乘 三 次 各 近 多 项 式 : 
(1) 由 基 1，z, zx?, r3 直接 计算 ; (2) 将 基 1，z，z?, za 正 交 化 后 计算 . 
4.26 ”已 知 一 组 实验 数据 


困 3 5 
辣 4.5 6 8.5 
wu 2 1 3 1 1 


试 求 最 小 二 乘 拟 合 曲线 . 
4.27 用 最 小 二 乘法 求 形 如 y = a + bz? 的 多 项 式 , 使 之 与 下 列 数据 相 拟 合 . 


了 i 19 25 31 38 44 
2 19.0 32.3 49.0 73.3 97.8 
4.28 求 超 定 方程 组 
2z1 十 472 三 11， 
3zrl 一 5z2z = 3， 
TI 十 27z2 区 6， 
2zl 十 Z2 一 了 
的 最 小 二 乘 解 , 并 求 误差 平方 和 :. 
4.1 编制 拉 格 朗 日 插值 法 MATLAB 程序 , 求 In 0.53 的 近似 值 . 已 知 f(z) = jnz 的 数值 
如 下 表 所 示 : 
了 0.4 0.5 0.6 0.7 
ln 7 一 0.916291 一 0.693147 一 0.510826 - 一 0.357765 


4.2 ”编制 牛顿 插值 法 MATLAB 程序 , 求 f(0.5) 的 近似 值 . 已 知 的 数值 如 下 表 所 示 : 
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Ti 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 
(zi) 0.1995 0.3965 0.5881 0.7721 0.9461 


4.3 ”对 于 三 次 样 条 插值 的 三 弯 矩 方法 , 编制 用 于 第 一 种 和 第 二 种 边界 条 件 的 MATLAB 程 


序 . 设 已 知 数据 

vv 
2 0.25 0.30 0.39 0.45 0.53 
人 0.5000 0.5477 0.6245 0.6708 0.7280 


第 一 种 边界 条 件 ; S"(0.25) = 1.000，S"(0.53) = 0.6868; 

第 二 种 边界 条 件 : S%(0.25) = 3S"(0.53) = 0. 
分 别 用 所 编程 序 求解 ,输出 各 插值 节点 的 弯 矩 值 {rms} 和 播 值 中 点 的 样 条 函数 值 ,并 作 点 列 
{ziWi} 和 样 条 函数 y = 5S(z) 的 图 形 . 

4.4 ”编制 以 函数 zk (K = 0,1,.… ,m) 为 基 的 多 项 式 最 小 二 乘 拟 合 MATLAB 程序 , 并 用 
于 对 下 列 数据 作 三 次 多 项 式 最 小 二 乘 拟 合 : 


2 一 1.0 一 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 
久 一 4.447 一 0.452 0.551 0.048 一 0.447 0.549 4.552 


求 拟 合 曲线 efz) = ao +aaz 十 … 十 anzm 中 的 参数 {ak}、 平 方 误差 人 2, 并 作 离散 数据 {zi,4} 
和 拟 合 曲线 y = ep(z) 的 图 形 . 


http:/ /www. zhexuezj. cn/n/printing.htm 2010-12-=-1 


页 但 ，17/1 


第 5 章 数值 积分 和 数值 微分 


在 数学 分 析 中 , 积分 值 是 通过 找 原 函数 的 办 法 得 到 的 . 我 们 知道 找 一 个 函数 的 
原 函 数 并 非 一 件 容易 的 事情 , 许多 函数 甚至 不 存在 初等 函数 表示 的 原 函 数 . 因此 有 
必要 研究 积分 的 数值 计算 问题 . 

前 一 章 指出 , 如 果 所 给 函数 f(z) 比较 复杂 , 可 以 构造 插值 多 项 式 En(z) 作为 
jz) 的 近似 表达 式 , 然后 通过 处 理 Fn{z) 得 到 /f(z) 的 近似 结果 . 本 章 根据 这 一 观 


点 讨论 数值 积分 和 数值 微分 . 
5.1 插值 型 求 积 公 式 
我 们 用 插值 多 项 式 Fn(z) 替换 积分 


书 
严 一 Flzjdz 
中 的 被 积 函数 /(z), 然后 计算 
忆 
T / 到 (zjdz (5.1) 


作为 积分 的 近似 值 , 这 样 建立 的 求 积 公 式 称 为 插值 型 求 积 公式 . 
用 插值 多 项 式 Dr(z) 的 表达 式 


Zn(zZ) = 和 Lk(Z)F(ZzA) 
天 =0 


代入 (5.1) 得 
7= 》 hkfCenh， (5.2) 
大 = 一 0 


其 中 


从 


让 的 
0 &(z)dz = 大 II 二 dz (5.3) 
他 @ ， 0 


了 
了 天 肛 





_ 六 区 -zz 一 zk 人 一 mm) dr 
Ja(zk 一 zo)…(ZE 一 Zk-1i)(zE 一 ZEH) (ZE 一 Zn) 
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5.1 播 值 型 求 积 公 式 .95 





称 为 求 积 系数 , 而 zk 估 = 0,1,……,m) 则 称 为 求 积 节点 
一 般 来 说 , 7 的 值 都 不 等 于 大 的 精确 值 , 它们 的 差 称 为 求 积 公式 (5.2) 的 余 项 ， 
也 叫做 截断 误差 . 由 插值 余 项 公式 知 , 对 于 插值 型 求 积 公 式 (5.3), 其 余 项 为 


5 Fn 二 1) 
局 六 二 并 小 号- 本 w(zjdr (54) 


其 中 上 与 变量 rz 有 关 , 且 w(z) = (z-zoj(z 一 TI1)…(Z 一 Zn). 

通常 用 所 谓 的 代数 精度 表示 求 积 公式 的 误差 .下面 给 出 代数 精度 的 定义 . 

定义 5.1 “如 果 求 积 公 式 (5.2) 对 于 一 个 不 超过 mm 次 的 多 项 式 是 准确 的 ; 即 
尽 [ 月 = 0; 而 对 于 人 m 二 1 次 以 上 的 多 项 式 是 不 准确 的 , 则 称 求 积 公式 (5:2) 的 代数 精 
度 为 mm. 

利用 代数 精度 的 概念 , 可 以 得 到 下 面 的 结论 . ， 

定理 5.1 “” 求 积 公式 (5.2) 是 播 值 型 求 积 公 式 的 充 要 条 件 是 : 它 的 代数 精度 至 
少 为 . 

证 “必要 性 . 若 公 式 (5.2) 是 插值 型 求 积 公 式 , 则 (5.4) 成 立 . 故 对 于 次 数 不 超 
过 ”nm 的 多 项 式 ffz), 其 余 项 RH 有] = 0 , 故此 时 求 积 公 式 (5.2) 的 代数 精度 至 少 为 m. 

充分 性 . 若 求 积 公 式 (5.2) 的 代数 精度 至 少 为 w%, 则 它 对 于 插值 基 函 数 六 (z) 人 = 
0,1,.… ,m) 是 准确 的 , 即 有 


5 天 
/ kk(z)dz = 》、4i 有 (zh 


ji=0 





由 于 A(z ) = 5, 上 式 右边 实际 上 就 等 于 hj; 即 
让 
+ ] az 


成 立 , 故 (5.2) 是 插值 型 求 积 公式 . 机 
例 5.1 证 明 下 面 的 求 积 公式 具有 3 次 代数 精度 : 
ylzjazs df(O+7G] 二 震 [AGD 一 Ko 中 (5.5) 
0 


证 (1) 令 flz) = 1 代入 求 积 公式 (5.5) 得 , 左边 = 工 = 右边 : 
(2) 令 flz) = z, 代入 求 积 公 式 (5.5) 得 ， 


1 
左边 = zdz= 莹 右边 = 30O+D- 瑟 0-D= 了 
(3) 令 flz) = z2, 代入 求 积 公式 (5.5) 得 ， 


1 
左边 = 人 zzdz 二 5 = 右边 = ;0+D -十 @-O)= 了 -和 = 记 
0 
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(4) 令 jz) = za, 代入 求 积 公 式 (5.5) 得 ， 
二 必 二 ndz 二 和 丰 刘 下 人 寺 Lie- 
= = 工 = 5(0+ 了 一 蕊 (3 一 0 一 了 一 卫 = 于 


3 
扣 ) 令 ftz) = zt, 代入 求 积 公式 (5.5) 得 
1 
左边 = 人 ztdz= 了 关 右 边 =5(0+D- 瑟 人 -0)= 卫 -了 = 志 


上 述 表 明 , 求 积 公式 (5.5) 对 不 超过 3 次 的 多 项 式 是 准确 的 , 而 对 3 次 以 上 的 多 项 
式 是 不 准确 的 . 根据 代数 精度 的 定义 , 求 积 公式 (5.5) 具有 3 次 代数 精度 . 口 

下 面 我 们 来 讨论 求 积 系数 4x 的 计算 . 为 了 方便 , 我 们 取 等 距 节 点 , 即 把 积分 区 
间 [fo 思 剖 分 成 m 等 分 . 令 步 长 六 = (一 aj/m, 并 记 zo = ao zn = 凯 则 +I 个 节 


点 为 
区 5 70 十 大族 一 无 0, 1 
作 变 换 
一 20 
五 9 
代入 求 积 系 数 公 式 (5.3) 得 


，_(z 一 zo)…( 人 一 Zr-i)(z 一 zhtD) 他 一 zi 


ne 居 [rnCeP< FERGIETPA 和 


mhnttt 一 1) 化 一天 十 1) 作 一天 二 1 性 一 台 
= 人 一 (5.6) 


_1n 一 大 从 
= tt 一 了 (一 大 二 1 人 二 天 一 1: 仁 三 mm)dt 
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这 种 等 距 节点 的 插值 型 求 积 公式 通常 称 为 牛顿 - 科 茨 公式. 下面 介 绍 几 个 牛顿 - 科 


茨 公式 的 特殊 形式 并 分 析 其 截断 误差 . 


5.2“ 几 个 常用 的 求 积 公 式 


5.2.1 ”梯形 公式 及 其 误差 
利用 牛顿 - 科 茨 公式 , 取 = 1, 即 zo = a, zi = 中 此 时 , 玫 =5 一 o 代入 (5.6)， 











计算 得 
-= 动 ,/e- bdt= -3 一 Q 本 

一 1) 太 也 

三 tdt = 了 (42 一 0 = 了 ~， 
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5.2 ， 儿 个 常用 的 求 积 公式 .97 . 


所 以 梯形 公式 为 





Te [fa + (5.7) 
由 《5.4), 梯形 公式 (5.7) 的 误差 为 : 
国 
Rr 胃 = -C- 呈 Pt，e<9<t (5.8) 


从 上 述 余 项 公式 可 以 看 出 , 梯形 求 积 公 式 的 代数 精度 为 1 
例 -5.2， 利用 梯形 公式 计 鼻 


es 
7= 人 天 二 dz 


的 近似 值 . 
解 ”由 梯形 公式 (5.7), 有 


了 TO 4 
人 于 作 5 二 和 
5.2.2 “辛普森 公式 及 其 误差 


利用 牛顿 _ 科 蒋 公式 , 取 疮 = 2 即 zo = zl = (a+b2，za = 妨 此 时 ， 
= 人 履 -- al/2, 代入 (5.6) 计算 得 




















5 
几 
疙 到 号 tt 一 2)dt = -万 x (- 习 -外 =- 人 和 
_ (CD 本 
的 天 前 本 大 二 一 革 2 了 7 
故 辛普森 公式 为 
(5.9) 
其 中 c= (a+b2 为 区 间 [o 妃 的 中 点 . 辛普森 公式 通常 也 称 为 抛物 形 公式 . 
可 以 证 明 , 辛普森 公式 (5.9) 的 误差 为 
Rs 几 | 二 - 而 (和 ) TO，a<9<b 510) 


事实 上 , 假设 fg(z) 在 [oj 上 近似 地 取 定 值 Cu, 将 flz) 在 [人 的 中 点 c = 
(a 十 b/2 处 泰勒 展开 





fa) = ffel+j(alz 一 吕 十 这 (zc)2 十 大 Qu 二 c)3 十 了 ce 二 Rs 人 ED) 
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然后 将 该 展开 式 在 [o, 吕 上 积分 , 注意 到 函数 z-c 和 (z-c)3 在 [ec 世上 的 积分 为 
0, 故 右 端 第 二 项 和 第 四 项 的 积分 值 均 为 0, 于 是 我 们 有 


Pr= /riazs f(c)( 一 + 天 旺 (二 <) + 全 (过 *) (5.12) 


另 一 方面 ， 人 隐 二 中 分 别 令 z=a 和 z=5 得 




















要 1 + (所 汪 - 瑟 有 (与 和 曙 本 ?) ， 
79+705 生生 (全 (入 





代入 辛普森 公式 (5.9) 
swyQ6-9+1 (与 补 + 要 (与 
于 是 利用 (5.12), 有 





Cs 7b 一 Ga\5 bb 一 4Q 


Rs[j] = -mu 一 仙人 2 ) 呈 -而 (二 


由 余 项 公式 (5.10) 可 知 , 辛普森 公式 的 代数 精度 为 3. 
例 5.3 ”利用 辛普森 公式 计算 


全 
人 天 dz 
的 近似 值 . 
解 ”由 辛普森 公式 (5.9), 有 


0 1-0/ 4 4 4 
人 去 训 dz 6 (+4x 计 0 更 + 于 证) 81339， 








f(I)，a<77< 


5.2.3” 科 茨 公式 及 其 误差 


利用 牛顿 - 科 茨 公式 , 取 m = 4, 则 户 = 全- al/4; 于 是 求 积 节 点 为 -zo = a， 
zl =d=xzo 十 jh zz 一 c 一 Z0 十 2h, zs=e=zo 十 3h, z4 = 代入 (5.6) 计算 得 


人 矶 @- 中 SA 2 所 一 9) 本 而 &-9 
故 科 蒋 公 式 为 
(5.13) 
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5.3” 复 化 求 积 公式 , 99 ， 


科 茨 公式 (5.13) 也 称 为 布尔 公式 . 可 以 证 明 , 科 茨 公式 的 余 项 为 
Rc 罗 = -二 (二 ) Ja()，a<7<D (5.14) 


由 余 项 公式 (5.14) 可 知 , 科 茨 公式 的 代数 精度 为 5. 
例 5.4 利用 科 茨 公式 计算 


4 肆 
T=/ 让 
的 近似 值 . 
解 ”由 科 茨 公式 (5.13), 有 


1 
引 天 二 dz 帮 工 [7j(0) + 327(0.25) + 127(0.5) + 327(0.75) 上 77(D] 


64 16 64 
站 过 党 ja 2 人 
吉 ( X4 十 32Xx 到 十 12x 5 +32x25+7x2) 


一 所 (28 十 120.4706 + 38.4 十 81.92 十 14) 


之 站 党 Da = 3.1421. 


5.3 复 化 求 积 公 式 


从 求 积 系数 公式 (5.6) 可 以 看 到 , 随 着 求 积 节 点 的 增多 (" 的 增 大 ) 有 可 能 导 
致 求 积 系数 出 现 负数 ( 当 n” > 8 时 , 牛顿 - 科 茨 求 积 系数 会 出 现 负数 ) 另 一 方面 ， 
从 求 积 公式 的 余 项 公式 也 可 以 看 到 , 被 积 函数 所 用 的 插值 多 项 式 次 数 越 高 , 对 函数 
的 光滑 性 要 求 也 越 高 . 

在 实际 应 用 往往 不 采用 高 阶 的 牛顿- 科 茨 求 积 公 式 , 而 是 将 积分 区 间 划 分 成 若 
二 个 相等 的 小 区 间 , 在 各 小 区 间 上 采用 低 阶 的 求 积 公式 (梯形 公式 或 辛普森 公式 )， 
然后 利用 积分 的 区 间 可 加 性 , 把 各 区 间 上 的 积分 值 加 起 来 , 便 得 到 新 的 求 积 公式 , 这 
就 是 复 化 求 积 公 式 的 基本 思想 . 


5.3.1 复 化 梯形 公式 及 通用 程序 
1. 复 化 梯形 公式 及 其 误差 


将 积分 区 间 [oa 中 剖 分 为 mn 等 分 , 分 点 为 zk = a+ 有 生 (k = 0,1……,m), 其 中 
= 化- aj/m. 在 每 个 小 区 间 [zx; zk+l] 上 用 梯形 公式 , 则 有 
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(zjdz== ; 计 y 夸 zj)dz 


大 =0 


本 2 zu [e+yeral+ ra 


大 =0 
= 了 7 村 [f(zk) + f(zk+i)] 十 济 Rx[ 月 . 
=0 KR=0 


记 
人 [ffzs) + flzet)] = 外 ro+7@+2ea| (5.15) 


2 忆 
公式 (5.15) 称 为 复 化 梯形 公式 , 下 标 ” 表示 将 积分 区 间 [o, 中 的 等 分 数 ， 
注 5.1 复 化 梯形 公式 具有 递 推 性 质 . 事实 上 , 若 将 区 间 2m 等 分 , 这 时 节点 数 
为 2n 十 1, 设 增加 的 岂 个 分 点 为 Tk+ (人 天 = 0,1…… 必 一 1), 在 每 个 小 区 间 上 再 用 梯 


形 公 式 , 有 
二 富生 = [F(zh) 二 (zk+)] 
K=0 
+ 一 Le[J(pkt) 十 f(zk+1)] } 
-= 志 [f(ze) 士 2f(zsti) + 8(zt+a 
=0 
帮 好 一 1 下 有 一 1 
= 也 息 [ffzke) 十 (zk+lj] 汗 7 (zk+ 二 六 
大 =0 K=0 ] 
从 而 有 


1 太 了 一 】 
Tan = ITn 十 忆 Zet 刘 (5.16) 


公式 (5.16) 表明 , 区 间 对 分 后 , 只 需 计 算出 新 分 点 的 函 教 值 , 而 原 复 化 梯形 公式 的 
作为 一 个 整体 保留 , 不 需要 重复 计算 原 节点 的 函数 值 , 便 可 得 出 对 分 后 的 积分 值 , 从 
而 减少 了 计算 量 . 

下 面 我 们 来 讨论 复 化 梯形 公式 的 误差 . 记 


并 一 1 
RIT] = > RD 


大 =0 


为 复 化 梯形 公式 的 余 项 , 则 
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5.3 复 化 求 积 公 式 : 呈 T 





多 一 1 
Rimj= 民 [- Ca-Pow)| = 二 三 时 挛 (ob 
Nb=0 
假设 ffz) 二 次 连续 可 微 , 则 /(z) 在 fo, 忆 上 必 存 在 最 大 值 W 和 最 小 值 次 , 即 
名 一 人 
ms jos<M > mms》j 帮 (smM 
大 =0 


由 此 得 1 
杰 委 元 2 (ns) < AM 
大 =0 


于 是 由 连续 函数 的 介 值 定理 , 必 存 在 一 点 5 E lo, 外 使 得 
7 = 工 并 jn 
大 =0 
从 而 , 有 


Ar 





tr = -所 nf"(6) = 55 (5.7) 
由 复 化 梯形 公式 的 余 项 公式 (5.17) 可 知 , 在 给 定 的 精度 要 求 下 , 可 以 决定 积分 


区 间 的 等 分 数 ". 
例 5.5 利用 复 化 梯形 公式 计算 积分 


了 /2 sinz dr 


使 其 误差 界 为 10-4, 应 将 积分 区 间 [0,1] 多 少 等 分 ? 





解 设 . 
jc)= 宇 == -人 cos(tz)dt 
则 0 浊 间 
6(z) =/ 此 costalat= 人 上 cos (好 十 本)d 
从 而 
|f(z)| < 扑 | 此 cos (好 十 芝 )|dt 和 人 直 dt = 1 
0 
故 由 
3 1 态 2 ) 
Rizjl=| -了 Po| < 和气 x2T 一条 <10 





得 九 和 过 6 x 10-2, 即 


下 总 
一 一 一 2 16.67， 
估 二 8x10 


所 以 区 间 [0,1] 应 该 17 等 分 才能 满足 精度 要 求 . 
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2. 复 化 梯形 公式 的 通用 程序 


下 面 给 出 复 化 梯形 公式 的 MATLAB 通用 程序 : 
e 复 化 梯形 公式 MATILAB 程序 
YXmatrap .站 
function s=matrap(fun,a,b,D) 
% 用 途 : 用 复 化 梯形 公式 求 积分 . 
y 格 式 : s=matrap(fun,a,b,n) fun 为 被 积 函 教 ，a,b 为 积分 区 
% 间 的 左右 端点 ，n 为 区 间 的 等 分 数 ，s 返 回 数 值 积分 值 
hbh=(b-a)/n; 
S=0; 
for k=1:n-1 
X=a+h 半 区 3 
S=S+feval(fun,Xx) ; 
end 
sg8=h/2* (feval(fun,a)+feval(fun,b)+2*Ss) ; 
例 5.6 取 = 10, 利用 复 化 梯形 公式 计算 积分 


1 
入 
T= 人 计 剖 td 


解 ”在 MATLAB 命令 窗口 执行 

>> format 1ong 

>> fun=inline(?4./(1+X. 2) 7); 

>> matrap(fun,0,1,10) 

计算 结果 为 

amng 二 

3.13992598890716 

5.3.2 ” 复 化 辛普森 公式 及 通用 程序 

1. 复 化 辛普森 公式 及 其 误差 

将 积分 区 间 [oa, 媳 分 成 mm 等 分 , 分 点 为 zx = aa 二 (k = 01 ,mm 其 中 
六 = ( 履 一 aj/m. 记 区 间 [zk, zk+i] 的 中 点 为 zk+3 在 每 个 小 区 间 [zk,zk+l] 上 用 辛 普 
森 公 式 , 则 得 到 所 谓 的 复 化 辛普森 公式 : 





天 一 1 1 
Su = 》 St 一 下 [f(za) 士 4f(zkkt) 二 Hzkra]， 
=0 
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5.3， 复 化 求 积 公式 .103 . 
即 
s = 站 [7 二 7 ? 开 yo 和 于吉 (5.18) 
类 似 于 复 化 梯形 公式 , 复 化 辛普森 公式 的 余 项 为 
RS = 一 -全 () 7 ee 中 (5.19) 


事实 上 


Rsl= 实 到 骨 = 三 [- 疝 (2 一 从) (ou]] 
k=0 


ka0 


=- 贡 (3 于 站 mk) = -页 ( 2) 本 的 


人 证 ( 直 太 ( 人 9 





例 5.7 利用 复 化 辛普森 公式 计算 积分 


1 sinz 
T=/ 本 
使 其 误差 界 为 10-4, 应 将 积分 区 间 [0,1] 多 少 等 分 ? 
解 ” 利 用例 5.5 的 结果 知 


( 岗 | 远志 二 
1 | 


故 由 
1 让 机 

Ialssll<|-- 180 (3 和 g|< 起 0 “1 和 00 所 贡 革 

得 
九 苹 =VS0 
于 是 
让 
亿 一 ri 人 

故 取 mn” = 1 即 可 , 这 意味 着 直接 对 区 间 [0,1] 使 用 辛普森 公式 即 可 达到 所 要 求 的 
精度 . 
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2. 复 化 辛普森 公式 的 通用 程序 
下 面 给 出 复 化 辛普森 公式 的 MATLAB 通用 程序 : 
@ 复 化 辛普森 公式 MATLAB 程序 

ymasimp .mm 
function s=masimp(fun,a,b,D) 
% 用 途 : 用 复 化 辛普森 公式 求 积 分 . 
Y 格 式 : s=masimp(fun,a,b,n) fun 为 被 积 函 数 ，a,b 为 积分 
% 区 间 的 左右 端点 ，n 为 区 间 的 等 分 数 ，s 返 回 数值 积分 值 
h=(b-a)/ni;i sl=0; s2=0; 
for k=1;: (n-1) 

X=a+hy#K; 

sl=sl+feval(fun,X) ; 
end 
for k=0: (n-1) 

X=a+h# (Kk+1/2) ; 

sS2=s2+feval(fun ,X) ; 
end 
s=h/6*(feval(fun,a)+feval(fun,b)+2*+*s1+4*+S2) ; 
例 5.8 取 = 10, 利用 复 化 辛普森 公式 计算 积分 

和 
下 二 人 芋头 4 
的 近似 值 . 

解 ”在 MATLAB 命令 窗口 执行 
>> fun=inline(:4./(1+X. 2) ) ; 
>> masimp(fun,0,1,10) 
计算 结果 为 ， 


angs 三 
3.14159265296979 


5.4 龙 贝 格 求 积 公式 


5.4.1 算法 推导 


在 数值 求 积 过 程 中 , 步 长 的 选取 是 一 个 很 困难 的 问题 . 由 余 项 公式 确定 步 长 时 ， 
由 于 涉及 高 阶 导数 估计 , 实际 中 很 难 应 用 . 实际 应 用 中 数值 求 积 主 要 依靠 自动 选择 
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5 和 龙 贝 格 求 积 公式 . 105 ， 


步 长 的 方法 . 对 于 给 定 的 m, 当 由 复 化 梯形 公式 全, 计算 不 能 满足 精度 要 求 时 , 可 进 
一 步 考虑 对 分 每 个 小 区 间 , 计算 也 。 由 前 面 的 讨论 知 , To 与 Th 之 间 存 在 下 面 的 
递 推 关 系 : 
了 , 二 2 小 二 ). 
拓 人 全 十 
上 式 也 称 为 变 步 长 梯形 公式 . 由 此 可 方便 地 计算 娓 ,有 ,Ti …, 在 增加 新 节点 时 , 不 


浪费 原先 的 计算 量 , 并 且 可 由 IT - | 和 = 控制 计算 精度 . 
由 复 化 梯形 公式 的 余 项 公式 (5.17) 得 





如 果 帮 (5) = 炙 (6), 那么 有 





于 是 , 由 上 式 可 以 推 得 


上 式 的 右 端 是 否 比 闻 。 的 精度 更 高 呢 ? 通过 实际 计算 得 


4 


和 1 
5 一 3 下 5 2 Te 一 5 


1 2 
-+ 瑟 Te 
1 人 二 2 二 
， ==4| Fao+(N+22 (zj 二 二 》 zk) 
3 人 [ra 人 三 xc 52 Tk+ 和 
mm-I 区 和 
一 7) +jf+2》 flzh) 十 4》 Ha， 
大 =1 厂 =0 


上 式 的 右 端 恰 为 复 化 辛普森 公式 , 即 


4 1 
司 。 一 Dr 人 了 37- (5.20) 


公式 (5.20) 说 明 , 复 化 辛普森 公式 可 以 简单 地 由 复 化 梯形 公式 的 线性 组 合 得 到 ， 
这 种 由 较 低 精度 的 计算 结果 通过 线性 组 合 得 到 精度 较 高 的 计算 结果 的 方法 叫做 外 


推 法 . 
下 面 我 们 阐述 通过 适当 的 线性 组 合 , 把 复 化 梯形 公式 的 近似 值 组 合成 更 高 精度 


的 积分 近似 值 的 方法 . 
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用 复 化 梯形 公式 , 取 区 间 长 度 为 妨 公式 的 值 F(N) 与 原 积分 值 
= 到 f(zjdz 


疡 =T(h) 十 aajh2 十 aahia 十.…， (5.21) 
其 中 az,a4,…… 是 与 六 无 关 的 常数 . 上 式 表 明 , 用 并 (hm) 来 近似 瑚 ; 其 截断 误差 为 
民 IT(D] = azh2 十 如 凤 十 .… 三 OA). 
若 对 分 区 间 , 新 区 间 的 长 度 变 为 M2, 将 新 区 间 长 度 代入 (5.21) 得 


ii 


之 间 存 在 如 下 关系 : 


Ti > (5.22) 
计 呈 人 + 着 
用 (5.22) 的 4 倍 减 去 (5.21) 得 
和 的 -0 
则 
47T(=) 一 Th 
ny (5.23) 


上 式 消去 了 贿 项 . 若 记 


则 用 五 (各 作为 六 的 近似 值 , 其 误差 为 OUA4) 
这 样 , (5.23) 可 以 写成 
严 = 有 再 ( 间 十 下 大 十 因由 十 ， {5.24) 
同 理 , 可 用 全 (的 线性 组 合 表示 j*, 即 再 将 区 间 对 分 , 消去 ja 项 , 得 


2 了 
en 局 二 +ouw (5.25) 


其 中 
4 (7 一 全 (出 


T2(h) 42 < 1 
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5.4 龙 贝 格 求 积 公 式 . 107 . 


这 个 推导 过 程 继续 下 去 就 得 到 了 龙 贝 格 求 积 公式 . 将 它 完 整地 写 出 来 就 是 


4D-:(3) 一 厂 -1i(A) 
思 (= 并 如， 瑟 ( 间 = 一 一 和 一 一 一 一 ， 站 下 人 2 (5.26) 
下 面 我 们 给 出 龙 贝 格 求 积 公 式 的 算法 步骤 : 
算法 5.1 ( 龙 贝 格 求 积 算法 ) 


步 1 输入 a ) 及 精度 ci 
步 2 于 凡 =0 一 au 开 一 (7(a) 二 7) 
步 3 里 i=1, 7=1,m= 2, 对 分 区 间 [ow 中 ， 并 计算 了 + Ti 
1 万 47T+L 一 人 
及 ”天 5 下 2 1(et- TH = 人 
步 4 若 不 满足 终止 条 件 , 作 循环 : 


1 一 十 1 大: 一 内 2 让 :二 2 


1 有 
计划 : 一 5 到 十 27- 
4 
对 7 =] 计算 : 王 一 一 外 


在 上 面 的 算法 中 , 终止 条 件 一 般 取 为 
IT 一 到 | 过 e 


5.4.2 ”通用 程序 


根据 上 面 的 算法 5.1 可 编制 MATLAB 通用 程序 如 下 : 
e 龙 贝 格 求 积 公式 MATLAB 程序 
因 maromb .mm 
function s=maromb(fun,a,b,tol) 
Y 用 途 : 用 龙 贝 格 公 式 求 积 分 
% 格 式 : s=maromb(fun,a,b,tol)，fun 是 被 积 函数 ，a,b 是 积分 
% 下 、 上 限 ,tol1 是 容许 误差 ，s 返 回 积 分 近似 值 “ 
if nargin<4,tol=le-4;end 
i=1; j=1; h=b-ai 
T(1l,1)=h*(feval(fun,a)+feval(fun,b))/2; 
T(i+l,j)=T(i,j)/2+sum(feval(fun,ath/2:h:b-h/2))*+h/2; 
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T(i+l,j+l)=(4>jsT(i+i,j)-T(Gi,j)DAC4 >j-1); 
while (abs(T(i+l,i+l)-T(i,i))>tol) 
i=i+l;ih=h/2; 
T(i+l,1l)=T(i,1)V2+sum(feval(fun,a+fh/2:h:b-h/2))*h/2; 
forz je=1t:i 
T(i+l,j+l)=(4~j*T(i+1,j)-T(i,j))X(CE~1)3 


end 


S=T(i+l,j+l) ; 
例 5.9 取 e= 10-6, 利用 龙 贝 格 求 积 程序 maromb.m 计算 积分 


I 
4 
I= 人 村 这 
的 近似 值 . 


解 ”在 MATLAB 命令 窗口 执行 
>> maromb(inline('4./(1+x. "2):),0,1,1e-6) 
计算 结果 为 
angs = 
3.14159265363824 


5.5 高 斯 型 求 积 公式 


5.5.1 ”算法 原理 


对 已 知 求 积 公 式 (5.2) 可 以 讨论 它 的 代数 精度 , 反之 也 可 以 按照 代数 精度 要 求 
导出 求 积 公式 . 对 于 求 积 公 式 (5.2), 当 求 积 节点 zk(k = 0,1……,m) 固定 时 , 公式 
(5.2) 有 浆 凸 1 个 待定 参数 , 故此 时 可 要 求 它 满足 对 1,z，…… ,zn" “准确 ”这样 m+1 
个 约束 条 件 , 从 而 使 之 至 少 具 有 mn 次 代数 精度 . 

进一步 , 可 考虑 将 zk (k = 0,1,…… ,m) 也 视 为 待定 参数 , 这 样 公式 (5.2) 的 待定 
参数 就 有 2n + 2 个 , 从 而 可 望 公式 (5.2) 的 代数 精度 达到 2n + 1. 此 类 高 精度 的 求 
积 公式 称 为 高 斯 型 公式 , 而 对 应 的 节点 zk (k = 0,1,.… ,m) 称 为 区 间 [oa, 中 上 的 高 
斯 点 . 

例 5.10 “导出 一 点 高 斯 公式 


旋 
in /国生 总 需 o) (5.27) 
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5.5 高 斯 型 求 积 公式 . 109 ， 


解 由 (5.27)， 用 201 次 人 到 本 让 因此 (5.27) 对 ftz) = 工 和 f(z) = 了 
是 准确 的 . 故 有 


4o = 一 a 4o = 一 a 人 十 轧 
| 六 一 | 和 Is-of( 了 入 
T040 = 三 7 


因此 , [ 妃 上 的 1I 了 (a+ by/2, 恰 为 区 间 的 中 点 . 
例 5.11 导出 两 点 高 斯 公式 











让 
二 天 jlzjdzs 4of(zo)+ f(z)， (5.28) 


解 由 (5.28), 有 2xl+l=3 次 代数 精度 , 因此 (5.28) 对 /lz) = 1，8z) = 
z，f(z) = zz 和 /(z) = za 是 准确 的 . 由 此 可 得 一 个 四 元 线性 方程 组 , 求解 困难 . 简 
化 运算 的 方法 是 , 先 设 a = -1 5 = 1 此 时 有 
40 二 4i =2， 
Zzo04o 十 zl4l = 0， 
ZT24o 十 7Z?41 一 2/3， 
zi4o 十 2Z341 二 

当 已 知 zo, rl 时 , 上 面 的 方程 @,@ 是 关于 4o, 4 的 齐 次 线性 方程 组 


zo4o 二 zl4i =0， 
Zi4o 十 zi4) 一 


@G@G 提 


由 于 4o, 4; 不 全 为 零 , 故 由 克拉 默 规则 有 
T0 -这 1 


2 好 


又 易 知 TO0T1 淆 0， 故 Z8 二 22 一 思 代入 方程 国 ,OO 得 ， t 一 1/3， 导出 
0 三 - 志 了 1 三 霹 


由 此 , 再 根据 方程 @,@ 得 4 = 4i = 1, 即 有 


相 flo)dzsj(- 遍 )+ 了 ( 志 ) (5.29) 


在 一 般 情 形 下 , 只 需 通过 线性 变换 
站 一 Q Q 十 了 
2 世 


三 zozli(z2 一 2) = 














人 下 全 
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将 [w 如 变 为 [-11. 事实 上 ， 
/ramaz= 三 (二 t+ 2 二) ”dt 
-人 - 锯 + 的 + 全 :3 
于 是 得 到 3 次 代数 精度 的 两 点 高 斯 公式 


六 ioe 人 :的 + 二: 


fo 中 上 的 2 阶 高 斯 点 为 


























人 盖 : 
更 高 阶 的 高 斯 公式 的 直接 导出 比较 困难 . 以 下 不 加 证 明 地 给 出 [-1,1] 上 高 斯 


点 的 一 般 求解 方法 
定理 5.2 ”区 间 [--1,1] 上 ?mm 阶 高 斯 点 恰 为 勒 让 德 多 项 式 
Piz) = 起 TI 一 1 
的 根 . 


例 5.12 当 风 =1 时 , 由 
， [(z2 -1 站 = [(z2 一 1] = 2z 
dzn . dr 


得 [-11 上 1 阶 高 斯 点 zo =0 (结果 与 例 5.10 一 致 )- 
当 兄 = 2 时 , 由 


人 2 
人 Go2 一 1 了 = [22 一] = 12z2 一 4， 


得 [-11] 上 2 阶 高 斯 点 zo = -JWV3， zl =JVV3 (结果 与 例 5.11 一 致 ). 
当 风 一 3 时 , 由 


lo2 -1)n] = [lz2 - 1 癌 一 120z3 一 72 


得 [-11 上 3 阶 高 斯 点 


3 3 
na=- 丽 T1l 二 :0 = 1/ 
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5.5 ”高 斯 型 求 积 公 式 “了 it 、 





然后 再 用 待定 系数 法 解 一 线性 方程 组 可 得 相应 的 求 积 系数 4o = 42 = 89，4i = 
8&f9. 于 是 [一 1,1 上 的 三 点 高 斯 公式 为 


三 raazs5y(-V)+3oO+3(-V) (5.30) 


该 公式 具有 5 次 代数 精度 . 
6 阶 以 下 高 斯 求 积 公式 的 高 斯 点 和 求 积 系数 如 表 5.1. 


表 5.1 ”高 斯 求 积 公式 的 高 斯 点 和 对 应 的 求 积 系数 





刀 高 斯 点 求 积 系数 代数 精度 
1 0 2 1 
2 士 0.577350 1 3 
3 0 0.888889 5 
士 0.774597 0.555556 
4 士 0.861136 0.347855 (1 
土 0.339981 0.652145 
5 0 0.568889 9 
士 0.906180 0.236927 
土 0.538469 0.478629 
6 土 0.932470 0.131725 11 
士 0.661209 0.360762 
士 0.238619 0.467914 
5.5.2 ”通用 程序 
根据 高 斯 积分 表 5.1, 我 们 可 以 编制 6 阶 以 王 高 斯 求 积 公式 的 , MATLAB 通用 
程序 如 下 : 
e。 高 斯 求 积 公式 MATLAB 程序 
ymagsint . 


function g=magsint(fname,ab, 了 ,了 mn) 
% 用 途 : 用 定 步 长 高 斯 求 积 公式 求 函 数 的 积分 
Y 格 式 : g=magsint(fnameyayb,nim) fname 是 被 积 函 教 ， 
Ya,b 分 别 为 积分 下 上 限 ，n 为 等 分 数 ，m 为 每 段 高 斯 点 数 
SWitch 耳 

Case 1 

t=0;i A=1; 
Case 2 
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t=[-1/sqrt(3) ，1lysqrt(3)];，A=[1,1; 
case 3 
t=[-sqrt(0.6)，0.0，sqrt(0.6)] ; A=[5/9，8/9，5/9] ; 
Case 4 
t=[-0.861136，-0.339981 ， 0.339981， 0.861136] ; 
A=[0.347855，0.652145， 0.652145，0.347855] ; 
case 5 
t=[-0.906180，-0.538469，0.0，0.538469，0.906180] ; 
A= [0.236927，0.478629，0.568889，0.478629，0.236927] ; 
case 6 
t=[-0.932470,-0.661209,-0.238619 ,0.238619,0.661209,0.932470] ; 
A=[0.171325 ,0.360762,0.467914,0.467914,0.360762,0.171325] ; 
otherwise 
error(' 本 程序 高 斯 点 数 只 能 取 1,2,3,4,5,6!17); 
end 
x=1linspace(a,b,n+1) ; 
g=0; 
ftor i=1:D 
g=g+gsint(fname,X(i) ,x(i+l) ,At) ; 
end 
% 子 函数 
function g=gsint(fname,a,b,A,t) 
g=(b-a)/2*rsum(A.*feval(fname,(b-a)/2*t+(a+b)/2)) 3 


例 5.13 “利用 高 斯 求 积 公式 的 通用 程序 magsint.m 计算 积分 


的 近似 值 . 
解 ” 在 MATLAB 命令 窗口 执行 
>> magsint(inlinef) 夺 .Xi+x. 2)),0,1,2,3) 
1 
3.14159122238283 
>> magsint(inline(24./(1+xX, 2):),0,1,4,4) 
ans = 
3.14159265529323 
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5.6 ”数值 微分 法 .JS ， 





>> magsint(inline(sin(x).Vx?) ,epsy1,2;,3) 
anSs = 

0.94608307134303 
>> magsint(inline(:sin(x)./Vx7),eps,1,4,4) 
angs = 

0.94608307062383 


5.6 ”数值 微分 法 


5.6.1 “ 差 商 法 


由 导数 定义 可 以 得 到 一 些 简单 的 数值 微分 公式 ， 
已 知 flz) 在 zx = a 处 的 导数 为 


FP(a) im fa 十 千 we fa) 
在 上 式 中 分 别 取 Az = 六 及 Ar= 一 得 
Fa) = JE (5.31) 
jP(a) = 人 = [5.32) 


公式 (5.31) 和 (5.32) 分 别称 为 向 前 差 商 公式 和 向 后 差 商 公式 . 将 (5.31) 和 (5.32) 


平均 得 

fr(a) = 人 + 二 人 一 (5.33) 
公式 (5.33) 称 为 中 心 差 商 公 式 . 这 三 个 公式 的 几何 意义 都 表示 用 制 线 的 斜率 近似 
代替 切线 的 斜率 . 


5.6.2 ”插值 型 求 导 公式 
设 局 (z) 为 flz) 关于 节点 zi (= 0,1 mn) 的 二 阶 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 , 则 
Flz) 六 Tan(zj: 考虑 由 
jz) sn(z) 了 (5.34) 


得 到 相应 的 数值 微分 公式 . 分 析 (5.34) 的 余 项 





(n 十 1 / 
Romj= Joj- 牙 回 =[TroJ 一 FeGaj=[[ 全 rt 


ntD(E) d TiFntut5) 
一 区立 ]。G)， 
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其 中 w(z) = (z - zo)j(z - zi)…:(z-zn). 我 们 发 现 上 述 余 项 中 的 第 二 项 
4 [天 一 旨 ]。to) 








dzl (mn 十 1)! 
一 般 无 法 控制 (注意 与 x 有关 ). 但 是 当 z 为 某 节点 时 w(z) = 0, 这 时 (5.34) 的 
2 产 = 1(6) 
玉 (z ) = 人 (人 十 1)! w'(z ) (5.35) 


可 控制 . 因此 , 可 由 (5.34) 导出 节点 zi 处 的 数值 微分 公式 : 
(zi) 包 了 Ti(Zi)， 1 三 0， 1 
例 5.14 利用 线性 插值 分 别 导 出 向 前 差 商 公式 (5.31) 和 向 后 差 商 公式 (5.32). 
解 取 zro=azli=a+h 得 


Z 一 T1 一 











人 oj 富 二 2 ) 十 而 过 (za) 
和 2 Wo 厅 天 
从 而 有 
fs 已 @= 了 二 - 避 
上 式 恰 为 向 前 差 商 公式 (5.31). 


下 面 来 讨论 向 前 差 商 公 式 (5.31) 的 余 项 . 由 于 ， 
w(m=(z 一 az 一 a 一 如 =(z 一 a)2 一 hz 一 oh 
故 
w'(z) = 2(z 一 a) 一 必 
因此 , (5.31) 的 余 项 为 
1 一 已 @= 万 电 wo) = -3 


同样 , 取 zo = a 一 六 zi = a, 由 线性 插值 可 导出 向 后 差 商 公 式 (5.32) 及 其 余 项 . 
例 5.15 “利用 抛物 插值 导出 中 心 差 商 公 式 (5.33) 和 2 本 和 从 并 
解 取 zro=a-h zi=azrz=a+h, 得 
(za[(z 一 (a+ 问 ] 

[(a 一 如 一 al[(a 一 加 一 (oa 十 用)] 


[ze-(-Mlilz-(e+ 间 
+ ECG= 澡 ge=eN 1 


Z2(z) = fa 一 串 
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5.6 “数值 微分 法 .115 . 


[lz 一 (oa 一 站 zz 一 q) 


村 CIORCENICEROIA 
(一 一 DT 二 
，@- 光 刘 5 几 
故 
忆 e) = 2 二 和 9 一- 月 +2E 二 1(o)+ 2 二 交 二 ja+ 癌 
从 而 有 
fs 尼 @= 泪 JG- 朋 + 高 JG+ 月 = 人 et 
下 面 来 讨论 中 心 差 商 公式 (5.33) 的 余 项 . 由 于 
wz)=(z--a+hmz-az--a- 站 =(z 一 as 一 jz 一 o)， 
故 


w'(z) = 3(z 一 a)2 一 加. 
于 是 中 心 差 商 公式 (5.33) 的 余 项 为 
jg -已 @ = 天 几何 三 -与 7@() 
进一步, 再 对 乃 (z) 求 导数 得 
履 四 = 六 Jla- 月 + -fo)+35f(a+ 靖 


从 而 
太 (a) = 2(a) = 


例 5.16 ”已 知 函 教 f(z) = ez 的 数据 表 ; 


ja 一 门 一 2 1 +fa+ 痢 全 


f(z) 13.4637 14.8797 16.4446 


用 二 点 、 三 点 微分 公式 计算 f(z) 在 z= 2.7 处 的 一 阶 、 二 阶 导 数 的 近似 值 . 
解 (1) 由 向 前 差 商 公式 (5.31) 得 


六 一 一 一 一 15.649. 
了 多 1 2.8 一 2.7 0.1 
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(2) 由 向 后 差 商 公式 (5.32) 得 


,ov ff(2.7) 一 (2.6) 14.8797 一 13.4637 _ 
了 0.1 让) 


(3) 由 中 心 差 商 公 式 (5.33) 得 


j(2.8) - 1(26) 16.4446 二 13.4637 
帮 {2.7) 之 8 二 26 一 ， 一 下 FT ~ 14.9045. 


(4) 由 公式 (5.36) 得 


PrC7sf2- 和 + (2.6) 


16.4446 一 2 x 14.8797 + 13.4637 
二 0.01 
=14.89. 


而 其 准确 值 
j(2.7) = j(2.7) =e27 = 14.8707， 
由 此 可 见 , 三 点 公式 较 两 点 公式 精确 . 
习 题 5 
( 工 ) 理论 分 析 是 
5.1 证 明 求 积 公式 
人 Taazs Leo+yfz]- 已 [Pr(zbD) 一 殊 Gco 


具有 3 阶 代数 精度 , 其 中 户 = zl 一 zo. 
5.2 ”证明 求 积 公式 


站 azs [57(VG6) +8f(0) 十 51(- V06)] 


Sin 学 


对 于 次 数 不 高 于 5 的 多 项 式 准确 成 立 ,并 计算 积分 /dz 
5.3， 用 梯形 公式 计算 积分 
了 三 zz2dz 
人 





的 近似 值 , 并 估计 截断 误差 . 
5.4 用 辛普森 公式 计算 积分 
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习题 “5 。 -到 17 。 


的 近似 值 , 并 估计 截断 误差 ， 
5.5 分 别 用 4 段 梯形 公式 和 2 段 辛普森 公式 计算 下 列 定 积 分 的 近似 值 , 计算 时 取 6 位 有 
效 数字 


二 o 下 dx 


5.6 人 
工 一 / er .和 


要 使 误差 小 于 0.5 x 10…, 那么 求 积 区 间 ;[oid] 应 分 多 少 个 子 区 间 ? 以 此 计算 积分 近似 值 ， 
5.7 利用 积分 / 忘 了 dz= V2 计算 V2 时 , 若 采 用 复 化 辛普森 公式 , 问 应 取 多 少 个 节点 


才能 使 其 误差 绝对 值 不 超过 : X 0= 3? 


5.8 设 T0 三 0.25， 了 1 三 0.5， 了 2 三 0.75. 
(1) 推导 以 zo, rii zz 为 求 积 节点 在 [fo,1] 上 的 插值 型 求 积 公 式 ; 
(2) 指出 求 积 公式 的 代数 精度 ; 


(3) 用 所 求 公式 计算 积分 了 一 / “zzdz 的 近似 值 ,并 估计 截断 误差 
0 
5.9 推导 下 列 三 种 矩形 求 积 公式 ， 
由 站 
( / Jajdz= 人 一 可 (十 大 国人 一 a* 


(2) / zjdz= Gaf 罗 = 工 四 -oj 
a+bY 瑚 (人 
) + 4 全 一 可 


1 sin z 
(1) 利用 复 化 梯形 公式 计算 上 述 积分 值 , 使 其 截断 误差 不 超过 : x 10-3. 
(2) 取 同 样 的 求 积 节点 , 改 用 复 化 辛普森 公式 时 , 截断 误差 是 多 少 ? 
(3) 要 求 截断 误差 不 超过 10-6, 若 用 复 化 辛普森 公式 , 应 取 多 少 个 函数 值 ? ， 
5.11 .1 在 区 间 [二 1,]] 上 , 取 zi = 一 X， za = 0 zs = X 构造 插值 求 积 公式 , 并 求 它 的 代数 
精度 . 
5.12 证 明 不 存在 4kx 及 mk (大 = 0,1,.… ,nm) 使 求 积 公式 





G) 大 flzjdz= 志 -oj 
5.10 “给 定 定 积分 


大 jlzjdzs 和 ffz 间 


大 =0 


的 代数 精度 超过 2mn + 1 次 . 
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5.13 “已 知 求 积 公式 
2 
凡 redzs 1(-0-7O+210)] 


试用 此 公式 导出 计算 全 jz)dz 的 求 积 公式 . 
5.14 ”用 两 种 不 同 的 方法 确定 ri, zy, 4i, 4>, 使 下 面 的 父 式 成 为 高 斯 求 积 公式 : 


/ jtz)dzx 4if(zi) 十 haf(za). 


5.15 ”确定 下 列 数值 微分 公式 的 系数 , 并 导出 截断 误差 表达 式 ， 
(7(O) saf(- 闪 十 bf(0) +cf(h); 

(2) jh) af (0) +b[LF(2P) 一 7)]. 

5.16 ”已 知 函数 y = ez 的 函数 值 如 下 : 


了 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 
8 12.1825 13.4637 14.8797 16.4446 18.1741 








试用 二 点 、 三 点 微分 公式 计算 人 2.7 处 的 一 阶 、 二 阶 导 数值 . 











5.17 ”已 知 函 数 f(z) = = 的 数据 表 如 下 : 
工 1.0 1 1.2 
f(z) 0.2500 0.2268 0.2066 





试用 三 点 微分 公式 计算 fj(z) 在 z = 1.1 处 的 一 阶 、 二 阶 导 数值 , 并 估计 误差 . 
( 开 ) 上 机 实验 题 
5.1 取 mn = 10, 编制 复 化 梯形 公式 的 MATLAB 程序 , 求 下 列 各 式 右 端的 定 积分 的 值 : 
上 m2= 一 dz; (2) ez = /redz 
5.2 取 7= 5， 编制 复 化 辛普森 公式 的 MATLAEB 程序 , East 


(DT= / 王 zdr (2)T= 1 


5.3 利用 算法 ,5.1 ( 龙 贝 格 求 积 算法 ) 编制 MATLAB 程序 计算 下 列 定 积分 的 近似 值 , 精度 
0 





2m 
一 一 2 一 1.5z 一 2 。 2 dz 
(1) 工 / (zz 一 2 )e dz; (2) 了 下 esin” Zr 
5.4 取 m= 4, 编制 复 化 三 点 高 斯 公式 的 MATLAB 程序 求 下 列 积分 的 近似 值 : 
人 六 tanz 
(]) = 人 ES (2) 了 一 有 707 dz， 
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第 6 章 。 常 微分 方程 的 数值 解法 


在 工程 计算 中 的 许多 实际 问题 的 数学 模型 可 以 用 常 微分 方程 来 描述 ， 但 是 除 
了 常 系数 线性 微分 方程 和 少数 特殊 的 微分 方程 可 以 用 解析 方法 求解 外 , 绝 大 多 数 常 
微分 方程 难以 求 得 其 精确 解 . 因此 研究 常 微 分 方程 的 近似 解法 (数值 解法 ) 具有 十 


分 重要 的 应 用 意义 . 
本 章 主要 讨论 一 阶 常 微 分 方程 初 值 问题 
| 久 = 人 asSz 和 bb (6.1) 
zy(zo) = 加 0 


的 数值 解法 . 根据 常 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 , 在 ffz,y) 满足 一 定 的 条 件 下 ， 
解 函数 y = y(z) 是 唯一 存在 的 . 

取 步 长 六 记 z。= zo +mhtn = 1,2,…), 按 一 定 的 递 推 公式 依次 求 得 各 节 
点 z。 上 解 函数 值 y(zn) 的 近似 值 如, 称 加 ,图 ,…… ,yn，… 为 初 值 问题 (6.1) 的 数 
值 解 . 

常 微 分 方程 初 值 问题 的 数值 解法 一 般 分 为 两 大 类 : 

(1) 一 步 法 ， 这 类 方法 在 计算 w+l 时 只 用 到 zn+izni 和 :如 即 前 一 步 的 
值 . 因此 在 有 了 初 值 之 后 就 可 以 逐步 往 王 计算, 其 代表 是 龙 格 - 库 塔 (Rainge-Kutta) 
方法 . 

(2) 多 步 法 : 这 类 方法 在 计算 yn+i 时 除 用 到 zn+fi,zn 和 以 外 , 还 要 用 
到 zw wo_p(p = 1 ,KK > 0), 即 前 面 K 步 的 值 . 其 代表 是 亚当 斯 (Adams) 
方法 . 


6.1 欧 拉 方 法 及 其 改进 


6.1.1 ” 欧 拉 格式 和 隐 式 欧 拉 格式 


由 数值 微分 的 向 前 差 商 公式 可 以 解决 初 值 问题 (6.1) 中 导数 太 的 数值 计算 
问题 : 

/ 2y(zn 十 请 ) 一 yzn) w zy(zn+1) 一 (Zn) 

yci)m e+ 月 二 ca) = zt 一 en， 


由 此 可 得 
W(zn+1) 所 Wfzn) 十 jzn). 
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(6.1) 实际 上 给 出 
y(z) = flzy(z)) 全 (rzn)= 7(zny(zn)) 


于 是 有 
(Zn+l) 名 y(zn) 十 几 f(zn,a(zn))， 


再 由 yn 盖 y(zn)，yn+1S3(zn+l) 得 
茂 则 三 放 于 贡 并 这 吉大 于 训 瑟 0, 天 二 站 (6.2) 
递 推 公式 (6.2) 称 为 欧 拉 格式 . 同样, 由 向 后 差 商 公式 可 导出 下 面 的 差分 格式 : 
ynH1 一 3 十 有 (za+iyynfih 一 克 三 0 1 …. (6.3) 


公式 (6.3) 为 一 关于 加 +1 的 非 线性 方程 , 称 为 隐 式 欧 拉 格式 隐 式 格式 使 用 不 方 
便 , 但 它 一 般 比 显示 格式 具有 更 好 的 数值 稳定 性 
例 6.1 考虑 初 值 问题 


| 风 = -y+z,， 0<zS0.5， 
其 精确 解 为 y(z) = ez +z 一 1. 试 分 别 用 欧 拉 格 式 和 隐 式 欧 拉 格 式 计 算 其 数值 解 ， 
并 与 精确 解 进行 比较 . 
解 “本题 中 的 ffz,y) = -+ z, 故 欧 拉 格式 为 
卫 H 三 匠 才 jznan) 王 (上 一 如 )yn 十 zi 有 三 01 zyo 三 ( 


隐 式 欧 拉 格式 为 


yn+l 三 yn 十 几 F(znyn+l) 一 加 一 jn+l 十 hznfl 死 三 01……， 加 三 0， 


整理 得 


ynm+lI 三 可 境 
取 太 三 0.1, 计算 结果 如 下 表 : 


(on 十 hznH)， 叶 王 个 击 24 7 功 二 0， 





0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 


了 nm 
欧 拉 格式 0 0.0000 0.0100 0.0290 0.0561 0.0905 
隐 式 欧 拉 格式 0 0.0091 0.0264 0.0513 0.0830 0.1209 
精确 解 0 0.0048 0.0187 0.0408 0.0703 0.1065 
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常 微分 方程 数值 解 的 误差 分 析 一 般 比 较 困 难 , 通常 只 考虑 第 郊 ++ 工 步 的 所 谓 
“局 部 ”截断 误差 . 我 们 首先 给 出 局 部 截断 误差 的 定义 . 
定义 6.1 “对 于 求解 初 值 问题 (6.1) 的 某 差 分 格式 , 户 为 步 长 . 假设 Vim 2 


是 准确 的 , 称 

En+1 三 V(Zn+i) 一 n+l (6.4) 
为 该 差分 格式 的 局 部 截断 误差 . 当 sn+l = OUhz+1) 时 , 称 该 差分 格式 具有 了 阶 
精度 . 


例 6.2 ”讨论 欧 拉 格 式 (6.2) 和 隐 式 欧 拉 格 式 (6.3) 的 精度 . 
解 ”将 y(z) 在 zn 处 泰勒 展开 得 


y(Z) ye (Zn) 中 W (zn)(z < Zn) 办 人 (z cn Zn) 训 二 人 站 二 
即 有 
儿 3 
y(zn+1) 三 2(Zn) 十 jy (zn) 十 羡 久 人 zn) 和 全 (cn) 本 (6.5) 


() 对 应 于 欧 拉 格式 (6.2)， 当 二 (Zn) 时 ， 
n+1 三 加 十 几 F(znyn) =Vzn) 十 jzn， y(zn)) = y(zn) 十 jy (zn)， 
从 而 比较 (6.5) 得 
(Zn+l) 一 芒 a 三 O(j2)， 
即 欧 拉 公式 为 1 阶 精 度 . 
(2) 对 应 隐 式 欧 拉 公式 (6.3), 由 二 元 函数 的 泰勒 展 式 


(zy)=f(zngn) 十 户 (Znm)(Z 一 Zn) 
十 帮 (zn， rn)( 一 如) 十 Oiltz 关 7 十 (9 一 7 二 司 有 


当 区 jir 二 yzn) 时 ， 


7(zn+lyn+li) 
= flzw 如 ) 十 f(zn 加 ) 十 万 (zw 加 Ji 一 加 ) 十 DO 且 二 (nt 一 功 门 
= jF(zn,y(zn)) + Ai[ 户 (zny(zn)) + FrznHuyn+l)u(znn) 十 ON] 
二 yY(z) 干 O(. 
由 此 得 
yn+l = hzn) 十 jy (zn)+OU). 
从 而 比较 (6.5) 式 得 y(zn+Hl) -w+i = O(i2), 知 隐 式 欧 拉 格式 也 是 工 阶 格式 : 
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6.1.2 欧 拉 格式 的 改进 


对 于 初 值 问题 (6.1), 还 可 以 根据 导数 与 积分 的 关系 , 利用 数值 积分 法 导出 新 的 
求解 格式 , 可 望 提高 欧 拉 格式 的 精度 . 事实 上 , 对 (6.1) 两 边 在 区 间 [zzw,i] 上 求 
积分 得 起 

veos)= yo)+ 上 人 ffziy(lz))dz， (6.6) 


应 用 数值 积分 公式 求解 (6.6) 中 的 积分 , 可 得 相应 的 差分 格式 . 例如 , 由 左 矩 形 公式 

/ GdzsGEa1a 
可 导出 欧 拉 公式 (6.2): 

gy(Zn+1) 儿 (Zn) 十 (Zn+l 一 Zn)f(zny(zn)) 
全 n+Hl 三 名 十 几 F(zng). 

而 由 右 和 矩形 公式 

/raz=@-a1Wg 
可 导出 隐 式 欧 拉 公式 (6.3): 

(za szn) 上 +(znii 一 2n)f(zn+ub3y(zn+i)) 


之 n+l =3yn 十 疡 让 Zn+l， n+1). 


此 外 , 由 梯形 公式 
b 一 Q 


必 
readzs [ro+yO] 
可 导出 下 面 的 差分 格式 





ytzsta) sa(za) 十 [flzwy(zn)) + (aasl3zn+l)]， 


了 天 
yn+l 一 yn 十 条 [F(zn， yn) 十 了 (zn+1， zyn+i)] * (6.7) 


公式 (6.7) 称 为 梯形 格式 . 同 隐 式 欧 拉 格式 的 局 部 截断 误差 的 推导 过 程 相 类 似 , 可 
以 证 明 , 对 于 梯形 格式 (6.7) 的 局 部 截断 误差 为 


yzn+l) 一 n+l 三 O( 和 B)， 


即 梯形 格式 具有 2 阶 精度 . 
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6.1 欧 拉 方 法 及 其 改进 .123 . 


但 梯形 格式 不 便于 使 用 , 也 是 一 个 隐 格 式 . 为 此 , 可 以 考虑 用 其 它 的 显 格式 对 
(6.7) 式 右 端的 w+1 进行 预报 , 再 用 (6.7) 式 求 解 , 这 种 方法 称 之 为 “预报 -校正 ” 
法 . 

如 先 用 欧 拉 格式 (6.2) 对 加 +il 进行 计算 , 并 将 结果 记 为 ' 殉 fi, 再 代入 (6:7) 可 
得 “预报 -校正 ”形式 的 差分 格式 : 


加 +1 三 加 十 hf(znw zh， 
(6.8) 
yn+l 三 gr 十 7 [cnw， 加 ) 十 jzn+iign+Ii]]- 
公式 (6.8) 称 为 改进 欧 拉 格式 . 
对 于 改进 欧 拉 格式 , 也 可 以 证 明 其 精度 是 2 阶 的 . 事实 上 , 当 yn = yzn) 时 ， 
由 二 元 函数 的 泰勒 展 式 


jzn+D 加 +1) 一 了 (Zn 十 九 ,2 十 jzn3m)) 
= jznyn) 十 刀 户 (znyn) 十 hf(znam) 万 (znymn) 了 O(j2) 
= j(zn,y(zn)) 十 几 记 (nyy(zn)) + hzny(zn)) 太 (zny(zn)) 二 OU 
注意 到 


y (za) 一 了 (22 多 [zn) 一 万 (zn3Env 朋 十 多 (zn) 方 (zn， y(zn))， 


于 是 有 
(Zn+l， 加 +1) cr W (zn) 十 ja (zn) 十 Oh2)， 
代入 (6.8) 的 第 二 式 得 
wa=y(zn) + 二 区 (za) +W(zn) 十 an) 十 ON 
三 Vy(zn) 十 hy (zn) 十 2y(zn) 二 O( 有 9)， 
从 而 比较 (6.5) 式 得 y(zaia) - + = OU), 即 改进 欧 拉 格式 的 精度 是 2 阶 的 . 


6.1.3 ”改进 欧 拉 格式 通用 程序 


下 面 , 我 们 给 出 改进 欧 拉 格 式 的 MATLAB 通用 程序 . 

e 改进 欧 拉 格 式 MATLAB 程序 
‰aeuler .mm 
function [x， 凡 =maeuler(dyfun,xspan,y0,h) | 
% 用 途 : 改进 欧 拉 格式 解 常 微分 方程 y'=f(x,7) ，y(x0)=y70 
y 格 式 : [x,7]=maeuler(dyfun,xspan,y0,h) dyfun 为 函 
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Y% 才 f(x,y) ，xspan 为 求解 区 间 [x0 ,xn] ，y0 为 初 值 y(x0) ， 
籼 为 步 长 ，x 返 回 节点 ，y 返 回 数 值 解 
x=Xxspan(1) :h:xspan(2); (1)=y0; 
for n=1: (length(x0)-1) 
kl=feval (dyfun,x(n) ,y(n)) ; 
y(Cn+1)=y(n)+h#kl; 
k2=feval(dyfun,x(n+1),y(Cn+l)); 
了 (n+1)=y(n)+h#(kl+k2)72; 


end 

X=X1; y=y); 

例 6.3 取 户 = 0.1, 用 改进 欧 拉 格式 的 通用 程序 maeuler.m 求解 下 列 初 值 
问题 : 


二 了 二 NOT 从 
(0) = 1， 


并 与 精确 解 y(z) = 2er -并 一 1 进行 比较 . 
解 ”在 MATLAB 命令 窗口 执行 ; 
>> clearidyfun=inline(:Xx+y:); 
>> [x,y]=maeuler(dyfun，[0，0.5] ，1，0.1);  [x23y7?] 
ans = 
0 0.1000 0.2000 0.3000 0.4000 0.5000 
1.0000 1.1100 1.2421 1.3985 1.5818 1.7949 
>> yl=2.*exp(x)-x-1; y1， % 精 确 解 
ang = 
1.0000 1.1103 1.2428 1.3997 1.5836 1.7974 
>> (yl-y)， % 误差 
ang = 
0 0.0003 0.0008 0.0013 0.0018 0.0025 


6.2 龙 格 - 库 塔 格式 


6.2.1 ” 龙 格 - 库 塔 法 的 基本 思想 
考虑 方程 (6.1). 由 拉 格 朗 日 中 值 定 理 , 存在 0 <.0 < 1; 使 得 


De (Zn) 二 2 (zw 6 刀 )， 
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6.2 龙 格 - 库 塔 格式 .125 . 


于 是 ， 由 叉 fl(z, 切 得 
y(zn+1l) = (Zn) 十 hzn 十 轴 ， zy(zn 十 0 六)). {6.9) 


记 开 * = flzs 上 gjhy(zn 上 bm), 则 称 天 * 为 区 间 [zw,zn+l] 上 的 平均 斜率 . 下 面 介 
绍 一 种 由 (6.9) 导出 的 平均 斜率 算法 , 即 所 谓 的 龙 格 - 库 塔 法 . 
在 欧 拉 公式 中 , 简单 地 取 点 zn 的 斜率 K: = flzn,ym) 作为 平均 斜率 天 ", 精度 
自然 很 低 . 而 改进 欧 拉 公式 可 以 写成 下 列 平均 化 的 形式 ; 
yn+l = 加 十 用 (天 1 十 五 2?)/2， 
天 1 = frznyn)， (6.10) 
Ka = (Zn+1yyn+1) 


上 述 公式 可 以 理解 为 : 用 rz。 和 zn+1 两 个 点 的 斜率 值 Ki: 与 Ka 的 算术 平均 值 作 
为 平均 斜率 值 K*, 而 zw+i 处 的 斜率 值 则 通过 已 知 信息 yw 来 预测 ， 
如 果 能 够 在 区 间 [z,zn+l] 上 多 预报 几 个 点 的 斜率 值 Ki, K2，… ,天 ", 然后 取 

它们 的 加 权 平均 值 1 

》 aiFKi， al 十 … 士 ar 三 1 

.这 1 
作为 K* 的 近似 值 , 那么 计算 结果 的 精度 可 望 更 高 .设计 区 间 [zw,zn+l] 上 个 点 
的 预报 斜率 值 Ki, K2,… , Kv 及 权 系数 ai,az,… ,ar, 使 得 差分 格式 


认 
yn+1 三 拆 十 太 》 ai (6.11) 
PT 


达到 > 阶 精度 , 则 称 公式 (6.11) 为 > 阶 龙 格 - 库 塔 格式 . 
6.2.2” 龙 格 - 库 塔 格式 
考虑 差分 格式 


+ 三 加 十 几 (AiKI 十 和 X2 天 2)， 
4 二 了 (Cn 加)， 一 (6.12) 
开 2 = ffzn 十 Phyn 十 phKI)，0<< 芝 1 


Ke 视 为 yz) 在 点 z, 处 的 斜率 , Ka 视 为 y(z) 在 点 zn+p = zn 十 ph 处 的 预报 斜率 ， 
若 参数 X\, Xa 及 的 取 值 使 得 (6.12) 具有 2 阶 精 度 ， 则 称 之 为 二 阶 龙 格 - 库 塔 格式 . 

下 面 我 们 来 导出 二 阶 龙 格 - 库 塔 格式 (6.12) 中 的 参数 Ni, Xz 及 p 应 满足 的 条 
件 . 设 加 = yzn) 准确 , 得 fa = W(zn), 由 二 元 函数 的 泰勒 展开 得 
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天 2 一 (Zu) Pj 户 (Zn， yn) Dj 天 1 户 (Zn， yn) 二 O(j2) 
=(z,y(zn)) 十 ph[ 户 (Zny(zn)) 十 gf (zn) 太 (zy(zn))] 者 O(j2) 
=f(zn) + ph (zn) +O(2). 


于 是 有 


如 +1 三 如 十 如 Aiy(zn) 十 Xz(W(zn) 十 ph (zn)) 十 O( 人 B)] 
= 如 十 (Na 十 Xz)hy (zn) 二 Xaph2y(zn) 十 O(N3). 


从 而 由 zy(zn+1) 一 hl 三 O(1)， 比较 (6.5) 得 


下 
Al 十 Maz 王 1，A》2p== 7 (6.13) 


从 (6.13) 可 看 出 , 三 个 参数 只 有 两 个 约束 条 件 , 有 一 个 自由 度 , 因此 二 阶 龙 格 - 
库 塔 格式 是 一 个 系列 差分 格式 . 如 取 


1 
入 = 入 二 7 2 = 1， 


则 得 到 改进 欧 拉 公式 (6.10). 又 如 取 


这 玉 | p= 5 
则 得 

nfl 三 如 十 办 开 2， 

下 1 六 zzn， 2 加)， (6.14) 

八 -五 2 一 及 gm 十 KMV/2)， 
其 中 
Zn 二 二 Zn 十 2 

公式 (6.14) 称 为 中 点 格式 . 


在 二 阶 龙 格 - 库 塔 格式 的 基础 上 可 以 进一步 构造 更 高 阶 的 龙 格 - 库 塔 格式 ， 如 
对 差分 格式 - 
yn+l 三 yn 十 hi( 和 Ai 天 1 十 Xz 天 2 十 和 3 玫 3)， 和 Xa 十 Ma 十 和 sa 三 ]1， 
下: 一 下 (znyynh (6.15) 
天 2 = jzn+p, 了 十 phKlj 0<Pp 志 二， 
开 3 E 站 zynm 十 9 天 [人 (1 全 a) 天 1 人 acKa])， 卫 私 9 委 昌 
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6.2 ” 龙 格 - 库 塔 格式 .127 . 





其 中 Ra 视 为 yz) 在 点 zn 处 的 斜率 ， 天 2，Ks 分 别 视 为 y(z) 在 点 rn+m = zn 十 p 
和 在 点 zn+w = zn + 9h 处 的 预报 斜率 , 若 参数 Xi, Xz, Xa,p,d 及 a 的 取 值 使 得 
(6.15) 具有 3 阶 精度 , 则 称 之 为 三 阶 龙 格 - 库 塔 格式 . 

三 阶 龙 格 - 库 塔 格式 也 不 止 一 个 , 最 常用 的 是 下 面 的 三 阶 库 塔 格式 : 


yn+i 二 加 十 (Ga 十 4K2 十 天 3)， 
天 1 三 jzn 加 mh， 
本 =y (cshon+3， 
Ks = fc 如 十 风 LE 二 2K2)). 
同样 , 最 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 格式 是 下 面 的 四 阶 经 典 龙 格 - 库 塔 格式 : 
zyn+1 三 加 十 (Re 十 2Kz 十 2K3 十 天 4)， 
天 1 = f(znyznh， 


天 
五 2 主 芝 (mw 十 3 (6.17) 


(6.16) 


mm=y (nbhon+a)， 
天 4 三 jzn+lygymn 十 用 K3). 
例 6.4 取 步 长 疡 = 0.2, 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 计算 下 面 的 初 值 问题 
Y= 弛 ， 0 入 授 所 1 
2(0) = 1， 


并 与 精确 解 比 较 ,其 中 精确 解 为 y = VI 二 27. 
解 由 (6.17) 得 


0.2 
yn+1l 三 十 有 (Ga 十 2K2 十 2 天 3 十 天 4)， 


Zn 十 0.1 
下 1 三 雪 一 一 一 ， 歼 2 = 0.1 其 ] 一 2 二 一 
& yn - 加 十 如 十 0.1Ka 


Zn 十 0.1 Zn 十 0.2 
， vd 
闪 二 0， 








天 3 一 1 十 0.1K2 一 2 


计算 结果 如 下 表 所 示 : 
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CC 





Zn 加 y(Zn) 
0.0 1.000000 1.000000 、 
0.2 1.183229 1.183216 
0.4 1.341667 1.341641 
0.6 1.483281 1.483240 
0.8 1.612514 1.612452 
1.0 1.732142 1.732051 





6.2.3 ” 龙 格 - 库 塔 法 的 通用 程序 


我 们 给 出 四 阶 经 典 龙 格 - 库 塔 格式 (6.17) 的 MATLAB 通用 程序 如 下 . 
。 四 阶 经 典 龙 格 - 库 塔 格式 MATLAB 程序 

ymarunge4 .站 

function [x， 们 =marunge4(dyfun,xspan,y0,b) 

% 用 途 : 4 阶 经 典 龙 格 库 塔 格式 解 常 微分 方程 y?=f(x,y) ，y(x0)=y0 

% 格 式 : [x,y]=marunge4(dyfun,xspan,y0,h) dyfun 为 函数 f(x,y)， 

Yxspan 为 求解 区 间 [x0,xn] ，y0 为 初 值 )h 为 步 长 ,x 返 回 节点 ,了 返回 数值 解 

format Short ; 

x=xspan(1) :h:xspan(2); (1)=y0; 

for n=1: (length(x)-1) 
kl=feval(dyfun，x(n) ，y(n) ) ; 
k2=feval(dyfun，x(n)+h/2，y(n)+h/2*kil) ; 
k3=feval(dyfun，x(n)+h/2，y(n)+h/2#*Kk2) 3 
k4=feval(dyfun，x(n+1) ，y(n)+h#k3) ; 
y(n+1)=y(n)+hy(Kk1+2+Kx2+2*+K3+k4) /6; 

end 

了 

例 6.5“ 取 矿 = 0.1, 用 四 阶 经 典 龙 格 - 库 塔 格式 的 通用 程序 marunge4.m 求解 

下 列 初 值 问 题 : 


(0) = 了 
并 与 精确 解 y(z) = 2er -zz 一 1 进行 比较 . 
解 ” 在 MATLAB 命令 窗口 执行 : 
>> ClLear; dyfun=inline(:X+y7) ; 
>> [x,y]=marunge4(dyfun,[0,0.5] ,1,0.1); [x?; 7] 


人 =z+ 0<0<z 和 0.5， 
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ans = 
0 0.1000 0.2000 0.3000 0.4000 0.5000 
1.0000 1.1103 1.2428 1.3997 1.5836 1.7974 
>> yl1=2.*+exp(x)-x-1” yl 精确 解 
ang = 
1.0000 1.1103 1.2428 1.3997 1.5836 1.7974 
>> (y1-y)， 误差 
angs = 
1.0e-005 * 
0 0.0169 0.0375 0.0621 -0.0915 0.1264 


6.3 “收敛 性 与 稳定 性 


现在 我 们 来 讨论 前 述 差 分 格式 的 收 人 性 和 绝对 稳定 性 问题 . 对 于 差分 格式 的 误 
差 问题 需要 从 两 个 方面 加 以 考虑 . 首先 是 截断 误差 问题 . 定义 6.1 已 经 对 差分 格式 
的 局 部 截断 误差 给 出 了 定性 描述 : 而 本 节 将 要 对 整体 截断 误差 做 出 定性 描述 , 即 讨 
论 差分 格式 的 收敛 性 问题 . 其 次 是 舍 入 误差 问题 , 本 节 将 要 对 “试验 方程 ”讨论 数 
. 据 偏差 是 否 会 被 差分 格式 放大 , 即 讨论 差分 格式 的 绝对 稳定 性 问题 . 


6.3.1 ”收敛 性 分 析 


我 们 首先 给 出 差分 格式 收敛 的 定义 . 

定义 6.2 ”如 果 对 于 任意 固定 的 ZN =izo 十 Ni 当 六 一 co{ 同 时 太一 0) 时 ， 
数值 解 Vw 一 y(zN), 称 求解 常 微分 方程 初 值 问题 (6.1) 的 差分 格式 是 收敛 的 . 

根据 上 述 定义 , 我 们 看 一 个 例题. 

例 6.6 证明 欧 拉 格式 对 于 求解 下 列 方程 收效 : 


只 = 一 久 
(6.18 
| y(0) = 二 (3 


证 取 六 = 盐 N za=mnhlmw=01 ,mV), 则 有 到 =zN'. 由 欧 拉 格 式 得 
中 二 二 庆 土 本 区 交 ) 二 让 二 朋克 二 (的 AI 机 一 人 科 刀 
于 是 


ww 加 =aw=G-Nw=[(- 呈 一 全 二 oo) 


又 容易 发 现 yz) = e-z 是 (6.18) 的 解析 解 , 故 得 gw( 内 一 VE)(N 一 oo). 口 
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更 一 般 地 , 我 们 有 下 面 的 收敛 性 定理 ; 
定理 6.1 。 设 差分 格式 


yn+1 三 3 十 jp(znynj) (6.19) 


为 解 初 值 问题 (6.1) 的 了 阶 格式 , 即 局 部 截断 误差 为 O(hP+i). 若 增 量 函数 pz 站 
关于 4 满足 Lipschitz 条 件 , 即 存在 工 > 0, 使 Vz, 纪 玉 六 成 立 


|eo(z2 一 2(z 玉 同和 了 工 一 四， (6.20) 


则 数值 解 的 整体 截断 误差 为 en = y(zn) 一 如 = OUhz). 
证 记 
加 + 三 gzn) 二 jp(zn3(Zn)) 几 )， 
其 中 , 束 +1 表示 当 如 准确 时 由 差分 格式 (6.19) 求 得 的 结果 . 则 由 (6.19) 是 p 阶 格 
式 知 , 存在 常数 c > 0, 使 


ly(zaH1) 二 加 HI < chpt+l， 


从 而 
|y(zn+a) 一 加 + E |y(zn+l) 一 加 + 十 | 锡 +1 一 加 Hi 
委 ChP+1 生 |w(zn) 小 jp(Zn， (Zn)， 为)] 本 [gm 十 jpP(Zm 了 矿 )]| 
私 chp+l 十 |y(zn) 一 gm| 十 AZly(zn) 一 | 
志 chp+l 二 (1 平 jh 研 )|y(zn) 一 加 |， 
由 enm 的 定义 ， 上 式 即 


lesal gehPtL+(L+AE)len (6.21) 
注意 到 若 递 推 式 w+u<a 十 nn 成 立 , 则 


WwWnSa 上 bm -1 和 aa 二 ba+ban-2) 往 … 


和 af1 二 十 刀 十 :十 如 一) 十 buo 
1 一 如 





六 和 十 bu0. 
那么 由 (6.21) 可 推 得 
_|en| 和 oh 十 (1 十 AZ)"leo| = 于 [da 十 AZ) 一 车， 
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再 利用 不 等 式 (1 + z)"” < enz 可 得 


. 刀 六 
|en| 和 (es -1) = 宁 [ete"-zo)Z -1]. 


上 式 表明 en = O(jz). 口 
例 6.7 ” 若 方 程 (6.1) 中 的 函 教 flz,z) 满足 Lipschitz 条 件 ， 证 半 也 >0 使 
得 Yz 引 玉成 立 


| fc 人 一 Fz 避 [<Zy 一 四 


讨论 欧 拉 格 式 和 政 进 欧 拉 格 式 的 收 化 性 问题 . 
解 ”对 于 欧 拉 格式 yn+l = mn + hf(zn,yn)， 对 应 的 增 量 函 数 w(z, 罗 加 = 
flzo), 故 当 jz,y) 关于 2 满足 Lipschitz 条 件 时 , 由 定理 .6.1 知 Wzna) 一 加 =O()， 


从 而 格式 收 钱 
而 对 于 改进 欧 拉 格式 
yn+1 三 名 十 也 2[/ (zn;gm) 十 FU(zn+lgm 十 放 F(znygm))]， 
增 量 函 数 为 
elzgy 间 = 了 [ftz, 落 +Jz 二 太 g+hy(cg， 
则 有 


|P(z, 凡 间 一 2 区间 | 
< 让 f(z 轨 一 Je, 囊 | 十 引 f(e 十 古 Hz 区 ) -FE 十 忆 王 Ra 司 ) 
< 一 下 + 到 二 Ate 功 一 加 +Arte 全 | 
< 却 一 引 + 下 一 引 + 宁 |fle 切 -ftz 下 
< (+E+ 和)i- 相 = 攻 2+ADo 一 下 
只 要 取 刀 < 1, 即 有 
le(zy 半 一 plz 素 间 和 到 2+ 思 几 - 引 = 了 一 起 


即 elz,zy, 几 ) 满足 (6.20)， 故 由 定理 6.1 知 yzn) -如 = O(p2),， 从 而 改进 欧 拉 格 式 
是 收敛 的 . 口 
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6.3.2 ”绝对 稳定 性 
差分 格式 的 数值 稳定 性 问题 很 难 作 一 般 性 的 讨论 . 通常 人 们 仅 用 试验 方程 
! 儿 =X 和 A<0 (6.22) 


作 讨论 . 这 是 由 于 当 入 > 0 时 , 方程 (6.22) 的 解 不 是 渐 近 稳定 的 , 即 任意 初始 偏差 
都 可 能 造成 解 的 巨大 差异 , 是 病态 问题 . 这 里 , 代表 了 jz,y) 对 于 蕊 偏 导数 的 大 
“ 致 取 值 . 

定义 6.3 ” 设 由 某 差 分 格式 求 试验 方程 (6.22) 的 数值 解 , 若 当 yn 有 扰动 ( 数 
据 误差 或 含 入 误差 ) = 时 , yn+1 因此 产生 的 偏差 不 超过 |E|,， 则 称 该 差分 格式 是 绝对 
稳定 的 . 

例 6.8 “对 于 试验 方程 久 = M(A < 0) 分 别 讨论 当 步 长 六 在 什么 范围 取 值 
时 , 欧 拉 格 式 (6.2) 和 隐 式 欧 拉 格 式 (6.3) 是 绝对 稳定 的 ， 

解 ”对 于 欧 拉 格式 , 由 试验 方程 得 


nfl 三 加 十 jznm) 三 (1 十 AAA)yn: 
若 如 有 扰动 sw, yn+l 因此 产生 偏差 =*+l, 则 有 
加 +1 十 色 科 三 任 十 AN) 二 En) ，En+l 三 (1 十 hA)en. 
从 而 , 欧 拉 格式 稳定 当 且 仅 当 
es 三 1L+RAM .ea 全 二 内 | 攻 亚 

由 

|L+A<1 全 1+hA>> 一 1 全 入 > 一 2 全 产科 一 人 
可 知 , 欧 拉 格式 是 “条 件 稳定 ” 的, 且 || 越 大 ， 稳定 世 姑 本 人 

又 对 于 隐 式 欧 拉 格式 , 由 试验 方程 得 
n+ = 加 十 几 f(zn+Hlyn+H 二 加 十 hyn+l 一， 加 +l 二 工人 


若 如 有 扰动 sw, 加 +1 因此 产生 偏差 =*+l, 则 有 


Znp+l 十 En+l 一 2 仿 “ En+l 三 全 ”|sn+l| = 志 [2 和 |sn|. 
由 此 可 见 , 隐 式 欧 拉 格 式 是 “无 条 件 ” 绝 对 稳定 的 . 
用 类 似 的 方法 可 以 证 明 , 改进 欧 拉 格 式 具 有 与 欧 拉 格 式 相仿 的 稳定 性 , 而 梯形 
格式 是 绝对 稳定 的 . 一 般 地 , 隐 格 式 比 显 格式 具有 更 好 的 稳定 性 . 
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6.4 Adarms 格式 '“ 133 ， 


6.4 Adams 格式 


6.4.1 Adams 格式 推导 


一 步 格式 在 计算 时 只 用 到 前 面 一 步 的 近似 值 (比如 龙 格 - 库 塔 格式 ), 这 是 一 步 
格式 的 优点 . 但 正 因为 如 此 , 要 提高 精度 , 需要 增加 中 间 函 数值 的 计算 , 这 就 加 大 了 
计算 量 . 下 面 我 们 介绍 多 步 格式 , 它 在 计算 +l 时 除了 用 到 z* 上 的 近似 值 y 外 ， 
还 用 到 Zn 人 (tp 三 1 2…) 上 的 近似 值 zym 一 p 

线性 多 步 格式 的 典型 代表 是 Adams 格式 , 它 直 接 利用 求解 节点 的 斜率 值 来 提 
高 精度 . 其 中 , 将 y(z) 在 zwzn-lzn-2,… 处 斜率 值 的 加 权 平 均 作 为 平均 斜率 值 
天 * 的 近似 值 所 得 到 的 格式 称 为 显 式 Adams 格式 ; 而 将 y(z) 在 zi,zn,zn_1 六 … 
处 斜率 值 的 加 权 平 均 作 为 平均 斜率 值 天 * 的 近似 值 所 得 到 的 格式 称 为 隐 式 Adams 
格式 . 

为 简化 讨论 , 记 


大 二 大 三 全 十 1,m 一 1 * 


定义 6.4 车 差分 格式 


yn 一 拆 二 天》 X 太 -> AX=1 (6:23) 
ji 二 1 大 =1 
为 了 阶 格式 , 则 称 之 为 了 阶 显 式 Adams 格式 . 又 若 差分 格式 
yn+1 = 如 +j》 和 xjaskr2i 7A=1 (6.24) 
Ust 一 了， 


为 阶 格式 , 则 称 之 为 了 阶 隐 式 Adams 格式 . 
例 6.9 分 别 导 出 2 阶 显 式 与 隐 式 Adams 格式 ， 
解 设 所 =gU(zk)( 人 三 1 2 人) 
(1) 由 
gr+1 三 如 十 由 (1 一 入 )jn 十 入 太 - 
=yg(zn) 十 轧 [((1 一 ANJw (za) 十 和 烛 (zn ij] 
=g(zn) 十 hf(L 一 和 JW(zn) 十 A(za) 一 ja za) 十 O(2)} 
=y(zn) 十 jl(zna) 一 Ah2g(zn) 十 O(Ra) 
及 yznfl) 一 w+ =O(), 比较 (6.5) 得 入 = -1V2, 从 而 有 2 阶 显 式 Adams 格式 : 


yn+1l 三 3 加 十 (3f。 订 万 -1). (6.25) 
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(2) 为 简便 计 ， 分 别 用 六 万 ,万 表示 (za 加) 六 (Zn 广 (Zn， 加)， 由 二 元 函 
数 的 泰勒 展 式 


思 +1 = jzn+li yn+1i) 


一 帮 十 j 天 十 巨人 E 一 贺 ) 十 QI 委 十 ( 略 二 久 门 ， 


利用 
yn+1 三 因 十 (1 一 入 ) 记 十 Afn+l]， 
每 
所 有 三 下 十 玉 (一 Ah 态 十 Xhfnr 态 二 OO)， 
那么 
二 hi 天 + 一 入 JRF 天 及 十 ON2) 
有 +1 二 本 本 站 
=[f+AhK+(G- Ahf 天 十 OU)] [+Ah 太 +O(O)] 
= 了 + 天 十 帮 太 )+O() 
=f(zn) + ha (zn)+O()， 
这 样 , 由 


n+ 三 加 十 几 [人 (1 一 为 闫 十 和 fn] 
=3(zn) 二 hf(1- AUW(zn) 二 AIW(zn) 二 jy (za)+O(A)]} 
=3(zn) 十 ha (zn) 下 Ah2zy (rn) 十 O(ja) 


-及 yz 一 = OUa), 比 较 (6.5) 得 入 = 1/2, 从 而 有 2 阶 隐 式 Adams 格式 ; 
Wi+1 三 加 十 了 人 ( 包 十 万 HH)， (6.26) 


恰 为 梯形 格式 . 
例 6.10 导出 3 阶 显 式 Adams 格式 . 
解 设 大 =yY(zk)(k = 12…… ,mW 则 


ynA+1I 三 ynr 十 六 (Ai 刀 十 Xajfn-i 十 》s 万 -2) 
= 一 2(zn) 十 RAW (zn) 3 》2W(zn-1) 了 》ay (zn-?]] 
2 
=V(zn) 十 j{AiyY (zn) 十 X2 [w(zn) 一 山 (za) 二 5 
十 X3 [w(zn) SR 2hy (zn) 中 2j2y(zn)] 只 O(N)}. 
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6.4 Adams 格式 ,135 . 





整理 得 
sn+1=Vy(zn) 十 (Ai 十》Xa 十 Xs)y(zn) 十 2( 一 Ma 一 2As)y(zn) 
入 AH 
+ 让 ( 取 十 2Xa)y (za) 十 OUN4)， 


由 上 式 及 yzn+l)-yn+l= O(4), 比较 (6.5) 得 


下 测 、 人 上 
Al 十 X2 十 As 二 1， 一 X?2 一 2》3 三 2， 了 十 2A》s 一 B 
解 得 23 16 5 
A = 和 二 一 12， 所 二 巧 : 
从 而 有 3 阶 显 式 Adams 格式 
为 
yn+1l 二 yn 沁 环 (23 户 六 16 访 -1 杖 5fnvi as). (6.27) 


例 6.11 用 待定 系数 法 导出 4 阶 隐 式 和 显 式 Adams 格式 . 
解 (1) 对 于 隐 式 Adams 格式 , 设 


yn 三 名 十 hi 故 -2 十 Xf-lI+A》s 古 Xjfn+l). 


局 部 截断 误差 


尽 I 二 人间 一 yn+l 三 (Zn 十 如) 一 加 +1 
=y(zn 十 问 二 yzn) 一 大 EY(zn 一 25) 
十 Xag(zn 一 加 十 XayW(zn) 十 May(zn 十 力 )]， 


令 Rzbj=0K=I~ 人 及 zn=0， 代入 上 式 得 


Ah(AXi 十 X2 十 X3 十 Ad 一 示 兰 :0) 
j2(4A ax -2X 二 DT)=0， 

hall2A; +3Xa 二 3X 一 1) = 0， 
jd4(32 和 1 十 4Xz 一 4XM 十 1) 三 (0. 


人 人 
1 24 时 24， 3 et wa 了 放 
得 4 阶 隐 式 格式 
天 
yn+l 三 rn 十 世 ( 因 -3 一 5j 2 十 19 态 二 91). (6:28) 
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公式 (6.28) 称 为 四 阶 Adams 内 揪 公 式 , 它 是 一 个 线性 三 步 四 阶 隐 式 公 式 , 应 用 十 
分 户 泛 . 
(2) 对 于 显 式 Adams 格式 , 设 
yn+1 三 加 十 几 Aijn 十 X2 户 -1+ 和 Xafj-2 十 和 所 -3). 
局 部 截断 误差 


五 思 一 y(Zzn+i) 一 nfl 三 V(Zn 十 ) 一 加 +1 
本 2(Zn 十 几 ) 0 2(zn) , [Ai (zn) 省 》a2y (zn 2 用 ) 
+ Xay'(zn 一 2h) 十 Xay(zn 一 3h)]， 


令 RIzt=0KkK=1~4 及 zn=0, 代 入 上 式 得 


h(Xi 十 Xz 十 Ms 十 X 一 1)=0， 
hz2(2》2 十 4》3s 十 6Xa 十 1) 三 由 
ja(3》Xz + 12》s 十 27X4 一 1) = 0， 
js(4》2 十 32》3 十 108 和 4 十 1) 5 必 . 


解 得 55 59 37 9 
和 = 2 委 三 一 区 ， X= 了 区 入 二 一 区 
得 4 阶 显 式 格 式 
太 
yn+l = 如 十 区 (55 万 一 59 太 -十 37 帮 -一 9 万-3)， (6.29) 


公式 (6.29) 称 为 四 阶 Adams 外 推 公式 , 它 是 一 个 四 步 四 阶 显 式 公式 . 
实际 应 用 中 , 常 将 四 阶 Adams 外 推 公式 (6.29) 与 内 插 公 式 (6.28) 配套 使 用 ， 


构成 预测 -校正 公式 , 即 
卢 
pn+1l 三 加 十 一 59jn-1I 十 37 刀 -2 一 9 记 -3h， (630) 
yn+1 三 加 十 区 (Un-。 一 5 及 -1 十 19 记 十 9j(zn+Hlpn+i))， 


注意 到 , 外 揪 公 式 (6.29) 需要 4 个 初 值 , 通常 需要 借助 于 其 它 差 分 格式 (如 龙 
格 - 库 塔 格式 ) 计算 初 值 才能 启动 . 
6.4.2 四 阶 Adams 格式 通用 程序 


下 面 给 出 四 阶 Adams 预测 -校正 公式 的 MATLAB 通用 程序 . 
e 四 阶 Adams 预测 -校正 公式 MATLAB 程序 
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ymaadams4 .mm 
function [x，y]=maadams4(dyfun,xspan,y0,h) 
Y 用 途 : 4 阶 Adams 预 报 -校正 格式 解 常 微分 方程 y'=f(x，y) ，y(x0)=y0 
YX 格式 : [x， 站 ]=maadams4(dyfun,xspan,y0,h) dyfun 为 函 教 f(x,y) ， 
Yzxspan 为 求解 区 间 [x0 ,xn] ,y0 为 初 值 ,为 步 长 ,x 返 回 节点 ,y 返 回 数值 解 
x=Xxspan(1) :h:xspan(2) ; 
[xx,yy]=marunge4(dyfun, [x(1) ,x(4)] ,y0,h) ; 
y(1)=yy(1);y(2)=yy(2) ;y(3)=yy(3);y(4)=yy(4) ; 
for n=4:(Length(x)-1) 
P=y(n)+h/24*(55*feval(dyfun,x(n) ,7y(n)7... 
-59*feval(dyfun,x(n-1l) ,y(n-1))+37*feval(dyfun,x(n-2) ,y(n-2)) ... 
-9*feval(dyfun,x(n-3) ,y(n-3))); 
y(n+1)=y(n)+h/24*+(feval(dyfun,x(n-2) ,y(n-2))... 
-5*feval(dyfun,x(n-1) ,7(n-1))+19yfeval(dyfun,x(n),y(n))..， 
+9*feval(dyfun,x(n+l1),pP)); 
end 
X=X7i y=y7 ; 
例 6.12 取 户 = 0.1, 用 四 阶 Adams 预报 -校正 公式 的 通用 程序 maadams4.m 
求解 下 列 初 值 问题 : 
| y = 一 开 ， 0 和 zs<l， 
(0) = 1. 
并 与 精确 解 y(z) = VIT 二 2 进行 比较 . 
解 ” 在 MATLAB 命令 窗口 执行 
>> clear; dyfun=inline(:y-2+*Xx./7?) ; 
>> [x, 人 站 =maadams4(dyfun, [0,1] ,1,0.1); 
>> yl1=sqrt(1+2*X) ; 
>> [x,y,yIl] 


angS 一 
0 1.0000 1.0000 
0.1000 1.0954 1.0954 
0.2000 1.1832 1.1832 
0.3000 1.2649 1.2649 
0.4000 1.3416 1.3416 
0.5000 1.4142 1.4142 
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卫 ， 到 
0.6000 
0.7000 
0.8000 
0.9000 
1.0000 

>> (y-y1)， 
angs = 
1.0e-005 洒 


0 0.0417 0.0789 


1.4832 
1.5492 
1.6125 
1.6733 


1.7321 


1.4832 
1.5492 
1.6125 
1.6733 
1.7321 


0.1164 
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0.0571 “0.0271 


0.0127 0.0042 -0.0013 -0.0054 -0.0088 


6.5 


一 阶 微分 方程 组 和 高 阶 微分 方程 


前 面 介 绍 了 一 阶 常 微分 方程 的 各 种 数值 方法 , 这 些 方法 对 常 微分 方程 组 和 高 阶 
常 微分 方程 同样 适用 . 为 了 避免 书写 上 的 复杂 , 下 面 以 二 阶 常 微 分 方程 和 两 个 未 知 
函数 的 方程 组 为 例 来 叙述 这 些 方法 的 计算 公式 , 其 截断 误差 和 推导 过 程 与 一 阶 的 情 


形 完 全 一 样 , 不 再 绪 述 , 只 列 出 计算 格式 . 


6.5.1 ”一 阶 常 微 分 方程 组 


考虑 方程 组 


1 


{1) 欧 拉 格式 
对 m= 0,1,2,.…., 计算 


网 = jf(z,yz)，y(zo) 三 0， (6.31) 
多 各 9g(Z， ?小 2)， z(z0) 3 


yn+l 三 加 十 九 FZn， yi 2 加)， 3(zo) 三 Wo， (6.32) 
2n+l 三 2r 十 hg(Zn， yn， 2 z(Z0) 三 2， 


(2) 改进 欧 拉 格 式 
妇 nE012…， 计算 


pn+l 三 了 十 九 Fzn yn 2n); 
Gn+l 三 2Zm 时 hg(Zn， yn 2 加 


天 
yn+l 一 yn 十 了 四 (es yn 2nr) 十 j(zn+l pn+l,gn+l)]， 


(6.33) 


彤 
2r4+1l 三 2 十 了 [g(zn， yn， 2 洽 g(zn+l,pnfiygn+l)]， 
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其 中 y(zo) = yo，z(zo) = zo. 
(3) 经 典 四 阶 龙 格 - 库 塔 格式 
对 m= 0,1,2……， 计算 


及 
yn+l 三 因 十 (aa 十 2 开 2 十 2 开 3 十 天 4)， 
关 (6.34) 
2n+IT 三 2 十 (1 十 272 十 273 十 工 4) 


其 中 
下 1 三 半 (zy zk)， [三 gz zh 


的 卫 玉 下 开 
了 = 了 ( 二 + 条 和 + 旦 ,+ 全 )， 忆 =g (二 + 和 + 公 ,+ 旦 )， 


2 学 2 下 2 

太 天 天 太 天 > 了 2 
了 =/ ( 志 + 证 + 全 和 + 玫 让 ， Pa=g(m+ 和 和 + 全 ,二 + 学 )， 
Ka = Flzn 十 jn 十 Ka,zn 十 ZL3)， ZL4=g(zn 十 斤 yn 十 天 3)zn 十 了 工 3). 
(4) Adams 外 插 格 式 


记 所 -kgn 一 k 分 别 表 示 2 yn 一， g(Zn 一 k yn 一 大 着 (大 5 0， jl 3). 
对 mm = 0,1,2,…, 计算 


六 
yn+l 三 加 十 区 (55 刀 一 59 刀 -1 十 37j-2 一 9 矿 -3)， 
(6.35) 


太 
2zn+l1 三 2 十 区 (55gn 一 59gn 1 十 37gn-2 一 9gn-s)， 


其 中 yzo) = yo，z(zo) = 20. 

(5) Adams 预报 -校正 格式 

记 万- 已 罗 天 分 别 表示 jz by 加- zk g(zn 瑟 加 - 怀 2) (人 大 三 0,12,3). 
对 mm = 0,1,2,…, 计算 


下 
pn+1 王 rn 十 区 (5 一 59 名 -1 十 37jn-2 一 9 万-3)， 
丰 
一 se 一 _1 十 379" -2 一 99n -3 
Gn+i Zr 十 本 {55gn 599" -1 十 379n-2 9n 3) 光 
yn+l 一 3n 十 区 (jn-? 一 5jm-l+19 户 十 9j(zn4+lypn+l gn+1))， 


下 4 
zn+1 一 加 十 到 (gr-2 一 5gn-1 十 19gn 十 9g(zn+lypn+lygn+i))， 


其 中 y(zo) = yo，z(zo) = 20. 
下 面 给 出 用 经 典 四 阶 龙 格 - 库 塔 格式 解 常 微 分 方程 组 的 MATLAB 通用 程序 : 
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Xmarunge4s .mm 


function [x,y]=marunge4s(dyfun,xspan,y0,b) 
Y 用 途 :4 阶 经 典 龙 格 库 塔 格式 解 常 微分 方程 组 y:=f(x,y) ，y(x0)=y0 
% 格 式 : [x,y]=marunge4s(dyfun ,xspan,y0,b) 
Yayfun 为 向 量 函 教 f(x,y) ，xspan 为 求解 区 间 [x0 ,xn] ， 
%y0 为 初 值 向 量 ，h 为 步 长 ，x 返 回 节点 ，y 返 回 数值 解 向 量 
x=xspan(1) :h:xspan(2) ; 
y=Zeros(1ength(y0) ,Length(x)) ; 
y(:，,1)=y0(:); 
for n=1: (length(x)-1) 
xl=feval(dyfun,x(n),y(:,n)); 
k2=feval(dyfun ,xn)+h/2,y(: ,mn)+h/2*kl) ; 
K3=feval(dyfun,X(n)+h/2,7(: ,也 )+h/2#K2) ; 
k4=feval(dyfun,x(n+1) ,7(: ,D)+hyk3) ; 
y(: ,n+1)=y(; , 卫 )+h#(k1t2+Kk2+2*#+k3+k4)V6; 
end 
X=X 2 ; 
有 
例 6.13 ” 取 玉 = 0.02, 利用 程序 marunge4s.m 求 刚 性 微分 方程 组 


丸 = 一 0.017 一 99.99z，3(0) = 2， 
内 三 一 100z，z(0) = 


的 数值 解 ， 其 解析 解 为 ! 一 e-0.01z 十 6 一 100z， z 一 el00r. 
解 ”首先 编写 M 函数 dyfun.m: 
yayfun .m 
function f=dyfun(t,y) 
f(1)=-0.01*y(1)-99.99*y(2) ; 
f(2)=-100*y(2) ; 
f=f(:); 
再 在 MATLAB 命令 窗口 执行 
>> [x,y]=marunge4s (@dyfun, [0 500] , [2 1] ,0.02) ; 
>> plot(x,y); 
>> axis([-50 500 -0.5 2]) ; 
>> text(120,0.4,2y(Cx)); 
>> text(70,0.1,:Z(x) 7); 
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二 
得 到 如 下 图 所 示 的 结果 ， 
2 
1.5 
1 
05 
0 
有 “一 兴 II0 20 30 40 500 


例 6.14 考虑 下 面 的 Lorenz 方程 组 


参数 u, g,o 适当 的 取 值 会 使 系统 趋 于 混沌 状态 取 上 = 30, 8 = 2.8,c = 12, 利用 

经 典 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 求 其 数值 解 , 并 绘制 > 随 z 变化 的 曲线 ， 
解 ”首先 编写 M 函数 mafun.m: 
ymafun 
function ff=mafun(t,y) 
b=2.8;r=30;sigma=12; 
ff(1)=-sigmayry(1)+sigma*ry(2) ; 
ff(2)=r*y(1)-y(2)-y(1)*y(3) ; 
ff(3)=y(1)*y(2)-b*y(3) ; 
ff=ff(:); 
再 在 MATLAB 命令 窗口 执行 
>>  [t,y]=marunge4s(@mafun, [0 500] , [0 1 2] ,0.005) ; 
>> Plot(y(:,1)，y(:，3) 2 ) ; 
得 到 如 下 图 所 示 的 结果 : 
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6.5.2 ”高 阶 常 微 分 方程 
对 于 高 阶 常 微分 方程 , 它 总 可 以 化 成 方程 组 的 形式 . 例如 , 二 阶 方程 
| 歼 三 g(zy21)， 


(6.37) 
gy(zo) 三 0，WY(zo) = 功 ， 
总 可 以 化 为 一 阶 方程 组 
久 一 轧 
双 三 gz 信 坟 ， (6.38) 


V(zo0) 一 如， 2z(Z0) 一 2 一 2: 


所 以 没有 必要 再 对 高 阶 方程 给 出 计算 公式 . 但 应 注意 到 , 把 高 阶 方程 化 为 方程 组 时 ， 
其 函数 取 特 定 的 形式 . 因此 , 这 时 的 计算 公式 可 以 化 简 . 例如 , 对 改进 欧 拉 格式 ， 
jz,21) 2) 三 2 故 公式 可 表示 为 

对 mm =0,12,…., 计算 


pn+1L 三 加 十 刀 zn， 

dmn+l 三 2 证 hg(Znyyny 2n)， 
户 6.39 

yn+l 三 2n 十 5(zn 再 qn+1l)， 人 ) 
天 

2zr+1 二 加 十 了 [g(znygny2n) 十 g(znHlpn+lygn+i)， 


其 中 y(zo) = yo，z(zo) = 忽 = 20. 
例 6.15 “” 取 户 = 0.1, 利用 程序 marungeds.m 求 2 阶 方程 


几 三 2038，1< 和 zs 芭 1.5， 
y(U=xWG=1 
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习 题 6 ' 143 . 


的 数值 解 ， 其 解析 解 为 


三 宙 
解 ”首先 将 2 阶 方程 写成 一 解 方程 组 的 形式 
儿 =2 (= 
1 一 272， :2 人 (大 主 
再 编写 M 函数 dyfunl.m: 
%Etunction f=dyfunli(t,y) 
f(1)=y(2) ; 
f(2)=2*y(1) ”3; 
f=f(:); 
然后 再 在 MATLAB 命令 窗口 执行 ; 


>> [x,y]=marunge4s(Q@dyfunl, [1 1.5],，[-+1 -1] ,0.1); 
>> yl=1./(x-2); % 求 精确 解 
>> [x,y(:,1),y1] 
angs = 
1.0000 “ -1.0000 -1.0000 
1.1000“ 鸭 寻 到 本 了 人 拉 人 
1.2000 -1.2500 -1.2500 
1.3000 -1.4285 ” -1.4286 
1.4000 -1.6666 -1.6667 
1.5000 -1.9998 -2.0000 
上 面 的 显示 结果 , 第 1 列 是 节点 , 第 2 列 是 数值 解 , 第 3 列 是 精确 解 ， 
习 题 6 


( 工 ) 理论 分 析 题 


6.1 取 彤 = 0.1, 用 欧 拉 公式 求解 初 值 问题 


| 风 =-Vy 一 z12，0< 和 zs<&0.5， 
Vy(0) = 1. 


6.2 取 步 长 疡 = 0.1 用 隐 式 欧 拉 法 解 初 值 问题 
三 一 2 一 4z， 
人 (0) = 2， 
其 中 ze [0,0.5]. 


http:/ /www. yuyanwz. cn/n/printing. htm 2010-12-=-1 


1， 第 6 章 ” 常 微 分 方程 的 数值 解法 
人 


6.3 ”用 梯形 格式 和 改进 欧 拉 格式 求解 初 值 问题 ; 
| 久 三 Z2 十 z 一 轨 
z(0) = 0. 
取 步 长 六 = 0.1, 计算 到 zx = 0.5, 并 与 准确 值 y= ee = 十 z2 一 z 十 1 相 比 较 . 
6.4 取 彤 = 0.1, 用 改进 欧 拉 公式 求解 初 值 问题 
人 旷 = 3(z 一 切 0<z<0.5， 
3(0) 三 1 

6.5 考虑 初 值 问题 : 

| 术 = 一 包 

(0) = 1， 

(]) 写 出 用 梯形 公式 求解 上 述 初 值 问题 的 计算 格式 ; 


(2) 取 步 长 六 = 0.1, 求 (0.2) 的 近似 值 ; 
(3) 证 明 用 梯形 公式 求 得 的 近似 解 为 


= (于 和， 


并 且 当 下 一 0 时 ， nm 一 省 二 
6.6” 取 步 长 尹 = 0.2, 用 四 阶 经 典 龙 格 - 库 塔 法 求解 下 面 的 初 值 问题 : 


人 YY=8-3y，1<z<2， 
y(1) = 2. 


6.7 初 值 问题 y = az 十 六 y(0) = 0 的 解 为 
y = az 二 bz， 
是 用 欧 拉 法 求 得 的 近似 解 , 证 明 : 
yzn) 一 加 三 ahzw 
6.8 证 明 对 任意 参数 4, 下 列 二 阶 龙 格 - 库 塔 方法 是 二 阶 的 ， 


大 
zym+1i 三 yo 十 了 (K2 十 天 3)， 


五 1 一 ff(znyynhh， 
Ka = ffzn 十 th,yn 十 雪 开 1)， 
Ka = f(zn 十 (1 一 四 ji 加 十 代 一 芭 AKa)， 


6.9 设 ffz,y) 满足 Lipschitz 条 件 ， 试 证 明 改 进 欧 拉 法 和 四 阶 经 典 龙 格 - 库 塔 方法 都 是 收 
伊 的 . 
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习题 6 ,Hi 人， 


6.10 ”试用 数值 积分 公式 (中 矩形 公式 ) 推导 求解 初 值 问题 水 = jz; 轨 ytzo) = 加 的 如 

下 中 点 公式 
yn+1 三 加 十 2hf(znyn) 
及 其 局 部 截断 误差 
Ta = ay (6)， 

6.11 “试用 数值 积分 公式 推导 求解 初 值 问题 W = f(z,j，y(zo) = 2 的 如 下 公式 

(GD 樟 形 公式 ; go+i 一 如 十 到 ( 记 十 了 +] 

(2) 辛普森 公式 ; yn+1 = m -1 十 全 ( 记 -: 二 47 二 思 +)， 并 给 出 相应 公式 的 局 部 截断 误差 

6.12 ”对 于 初 值 问题 


允 = -100(y 一 z2) 十 2z，y(0) = 1 


(1) 用 欧 拉 法 求解 , 步 长 产 取 什么 范围 的 值 才能 使 计算 稳定 ? 
(2) 若 用 四 阶 经 典 龙 格 - 库 塔 方法 计算 , 步 长 关 应 该 如 何 选取 ? 
(3) 车 用 梯形 公式 计算 , 步 长 上 有 无 限制 ? 

6.13，” 证 明 如 下 中 点 公式 


Wyn+l 三 3r 十 hK2， 
玫 = f(zn3mh)， 


天 2 三 下 (> 十 二 加 了 2 


是 二 阶 的 , 并 求 其 绝对 稳定 域 . 
6.14 证 明 解 y = jf(z,y) 的 下 列 差分 公式 ; 


1 大 
yn+1 一 5(yn-: 十 如) 十 了 (3yn- 一 多 十 4nsi) 


是 二 阶 的 , 并 求 其 局 部 截断 误差 ， 
6.15 已 知 初 值 问题 
y = zy)， 
人 3y(zZo) = 2 


的 单 步 数值 求 解 格式 
yn+l 二 了 十 : [(zn， zyn) 中 2jf(zn+lyn+i]]. 


求 其 局 部 截断 误差 和 阶 数 , 并 证 明 该 方法 是 是 无 条 件 稳定 的 . 
6.16 取 彤 = 0.1, 试用 欧 拉 公式 求解 下 面 的 方程 组 


3 一 
=3y 十 2z，y(0) = 0， OK<02 
双 =4 刀 二 2 2z(0) = 1， 
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6.17 对 二 阶 常 微分 方程 初 值 问题 
2 = flz hy)， Z0 委 工 委 Dl 
ay(zo) = 0， 
y (zo) 一 夕 


写 出 用 欧 拉 格式 求解 的 计算 公式 . 
6.18 取 上 = 0.1, 试用 欧 拉 公式 求解 下 面 的 二 阶 常 微分 方程 初 值 问 题 


内 十 4zgy 十 2 几 =0，0< 和 zs&0.2， 
(0) = 1， 
(0) = 0. 


(II) 上 机 实验 是 
6.1 取 帮 = 0.02, 编制 改进 欧 拉 公式 的 MATLAB 程序 求 下 列 常 微分 方程 初 值 问题 的 数 


AR 上 0 所 ZER&1 
朱 1 十 27， 旨 


6.2 取 六 = 0.1, 编制 四 阶 经 典 龙 格 - 库 塔 公式 的 MATLAEB 程序 , 求 下 列 常 微 分 方程 初 值 
问题 的 数值 解 : 1 
yY = 一 一 一 ，0 和 7 和 1， 
休 一 了 
人 y(0) = 1. 
6.3 取 hh = 0.1, 编制 四 阶 Adams 预报 -校正 公式 的 MATLAEB 程序 , 求 下 列 常 微分 方程 
初 值 问题 的 数值 解 : 
人 多 = VITV 0sz 世 1 
(0) 一 工 . 
6.4 考虑 刚性 微分 方程 组 : 


区 和 四 三 1 
避 = 一 1000.25y + 999.75z 十 05，M0) =T 0<z<50. 


z/ = 999.75y - 1000.25z 十 0.5，z(0) = 一 1 


(1) 编制 改进 欧 拉 公式 的 MATLAB 程序 , 试验 得 到 最 小 稳定 步 长 ; 
(2) 编制 四 阶 经 典 龙 格 - 库 塔 公式 的 MATLAEB 程序 , 试验 得 到 最 小 稳定 步 长 . 
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第 7 章 ” 非 线性 方程 迭代 解法 


在 工程 计算 和 科学 研究 中 , 如 电路 和 电力 系统 计算 、 非 线性 力学 、 非 线性 积分 
和 微分 方程 等 多 领域 都 要 遇 到 非 线 性 方程 的 求 根 问题 . 本 章 主要 讨论 求解 一 元 非 线 
性 方程 
flz) =0 (7.U) 
的 数值 方法 , 其 中 f(z) 是 连续 的 非 线性 函数 而 方程 按 f(z) 是 多 项 式 或 超越 函数 
又 分 别称 为 代数 方程 和 超越 方程 . 例如 , 代数 方程 


z4 一 8xz3 二 26z2 一 43z+17=0， 


超越 方程 
sin 了 一 吉 “一 (0. 
已 经 证 明 , 对 于 5 次 及 5 次 以 上 的 一 元 多 项 式 方 程 不 存在 精确 的 求 根 公 式 ; 至 于 超 
越 方程 就 更 难 求 其 精确 解 了 , 鉴于 此 , 如 何 求 得 满足 一 定 精度 的 方程 的 近似 根 , 已 
成 为 广大 科研 工作 者 迫切 需要 解决 的 问题 . 
本 章 的 目的 就 是 介绍 求解 非 线性 方程 的 数值 方法 . 主要 介绍 二 分 法 , 迭代 法 及 
其 加 速 方法 , 牛顿 型 算法 , 并 讨论 算法 的 收敛 性 、 收 敛 速度 和 计算 效率 等 问题 . 


7.1 根 的 搜索 与 二 分 法 


7.1.1 ” 隔 根 区 间 


在 用 近似 方法 求 方程 的 根 时 , 需要 知道 方程 的 根 所 在 的 区 间 , 如 果 在 区 间 [o, 恕 
内 只 有 方程 ftz) = 0 的 一 个 根 , 则 称 区 间 [ao, 忆 为 隔 根 区 间 . 通常 可 以 用 逐步 扫描 
法 来 寻找 方程 f(z) = 0 的 隔 根 区 间 . 算法 的 基本 思想 是 : 先 确定 方程 flz) = 0 的 
所 有 实 根 所 在 区 间 [ao, 川 , 再 按 选 定 的 步 长 姑 = 履 - a)/n (na 为 正 整 数 ), 逐 点 计算 
zk 三 4 二 jh 处 的 函数 值 f(zk) (= 0,1……,m), 当 fj(zk) 与 f(zk+i) 的 值 异 号 时 ， 
则 [zk, zk+l] 即 为 方程 flz) = 0 的 一 个 隔 根 区 间 . 

算法 7.1 (逐步 搜索 法 ) 

步 1 输入 a,D, 太 ; 

步 2? 置 al:=a, 忆 :=a 十 六 ; 

步 3 while (< 中 (和 牢 环 开始 ) 
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if Fal). 帮 D1) < 0 then 
zl(K) :一 al Z2(K) :一 0; 

else 
al := 1; bt :一 寻 十 尹 ; 
continue; ( 返回 到 循环 的 入 口 ) 


end 

al := 刀 ; 四 := 轩 十 必 ; 

交 二; 

end ( 循环 结束 ) 
步 4 输出 有 根 区 间 [z1(),z2(K)]， 
根据 算法 7.1 编制 MATLAB 程序 如 下 : 
e 算法 7.1 的 MATLAB 程序 

%ymasearch .m 


function masearch(fun,a,b,bh) 
Y% 用 途 : 搜索 非 线 性 方程 f(x)=0 的 有 根 区 间 
y 格 式 : masearch(fun,a,b,h) fun 为 函数 表达 式 ， 
% a，b 为 区 间 左 右 端点 ，h 为 搜索 步 长 
n=(b-a)/h; xl=zeros(1;n) ; x2=zeros(1,n) ; 
al=ai bl=al+h;i kxk=1l; 
while(bl<b) 
if feval(fun,al)*feval(fun,bl)<0 
xl(k)=ali x2(k)=bl; 
el1Se 
al=bl; bl=al+h;i continue ; 
end 
al=bl; bl=al+h;i kk=Kk+l; 
end 
for 1=1: 
主 xi(i)-x2(i)-=0 [xl(i),x2(i)] end 
end 


例 7.1 试用 逐步 搜索 法 确定 方程 


flz)=z+z2 -3z--3=0 


的 有 根 区 间 ， 
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容易 看 出 , 当 |z| > 3 时 , ffz) 保持 符号 不 变 , 故 其 根 必定 全 部 落 在 区 间 [二 3,3] 
内 , 即 可 初步 确定 a = -3, 上 = 3， 取 步 长 六 = 0.6, 利用 算法 7.1 的 通用 程序 


masearch.m, 在 MATLAB 命令 窗口 执行 : 
>> masearch(inline(:x”3+X~2-3+yX-31) ,-3,3,0.6) 


得 计算 结果 : 
as = 

-1.8000 -1.2000 
ang = 

-1.2000 -0.6000 
ang 三 


1.2000 1.8000 
即 方程 有 三 个 根 , 分 别 在 区 间 {-1.8. -1.23]，[ 一 1.2, 一 0.6]，[1.2, 1.8] 内 . 


7.1.2 ”二 分 法 及 其 程序 实现 


二 分 法 的 基本 思想 是 通过 计算 隔 根 区 间 的 中 点 ,逐步 将 隔 根 区 间 缩小 ,从 而 
可 得 到 方程 的 近似 根 数列 ， 具 体 地 说 , 设 f(z) 为 连续 函数 ， 又 设 方程 的 隔 根 区 间 
为 @ 路 即 flajft < 0. 记 oo := o bo := 六 取 其 中 点 zo = (ao + bo)/2, 车 
J(ao)f(zo) < 0, 则 去 掉 右 半 区 间 , 即 令 ai := oo, 唐 := zo; 否则 , 去 掉 左 半 区 间 , 即 
令 ui := zo, ) = 加. 一 般 地 , 记 当 前 有 根 区 间 为 [ok, 只 ], 取 


= 公主 人， (7.2) 
著 fak)jf(zk) < 0, 则 令 ak+l := ak，bkHl := Zhi 否则 , 令 akHl3= zk，DkH1 :一 i; 
再 取 zk+1l = (ak+l 二 k+1)/2, 一 直 做 下 去 , 直到 满足 精度 为 止 . 

算法 7.2 (二 分 法 ) 

步 1 由 算法 7.1 得 到 隔 根 区 间 [o, 串 , 设 定 精度 和 要求; 

步 2. 置 :=( 亿 十 中 /2; 

步 3 若 f(z) =0, 输出 r, 停 算 ; 否则 , 转 步 4 

步 4 著 fa). jz) <0, 则 置 ):= zj; 否则 , 置 ao :一 2Z; 

步 5 置 z=(a 十 中 /2, 若 贞 一 al < ec, 输出 zi 停 算 ; 否则 ,， 转 步 3. 

根据 算法 7.2 编制 MATLAB 通用 程序 如 下 ， 

e 二 分 法 MATLAB 程序 

%mabisec .m 

function X=mabisec(fun,a,b,ep) 

% 用 途 : 用 二 分 法 求 非 线性 方程 f{(xz)=0 有 根 区 间 [a,b] 中 的 一 个 根 

% 格 式 : x=mabisec(fun,a,b,ep) fun 为 函数 表达 式 ， 
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% a，b 为 区 间 左 右 端 点 ，ep 为 精度 ，x 返 回 近似 根 
x=(a+b)/2.0; 
=0; 
while abs(feval(fun,x))>ep1(b-a>ep) 

if feval(fun,x)*feval(fun,a)<0 

b=x; 
elSe 
a=X; 

end 

Xx=(a+b)/2.0; 

=k+1l; 
end 
disp([:k=:,num2str(k)]) 
例 7.2 ”用 二 分 法 程序 mabisec.m 求 方程 flz) = zez -1=0 在 [0,1 内 的 一 

个 实 根 . 取 定 精度 = = 10-5. 

解 ”在 MATLAB 命令 窗口 执行 ; 
>> x=mabisec(inline(;x#+exp(x)-1:) ,0,1,1le-5) 
得 计算 结果 ; 
=16 
区 二 

0.56714630126953 

即 迭 代 16 之 后 , 得 到 满足 给 定 精度 的 近似 根 . 


7.1.3 ”二 分 法 的 收敛 性 分 析 


现在 来 估计 由 (7.2) 式 产 生 的 点 列 {zx} 与 方程 的 根 z* 之 间 的 误差 是 多 少 . 根 
据 二 分 法 的 基本 思想 , zk 与 z* 的 误差 不 会 超过 区 间 [ak, 办 ] 长 度 的 一 半 , 并 注意 到 
每 一 个 小 区 间 的 长 度 是 前 一 个 区 间 长 的 一 半 , 因此 有 


Qk 大 -1 一 ak-1 .二 bo 一 ao0 
| 


即 
im-z|< 有 iT- 中 (7.3) 


由 上 式 可 知 , 当天 一 oo 时 , 有 |zk 一 z*| 一 0; 即 


jin xi 一 2 
天 一 oo 
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从 以 上 推导 过 程 可 以 看 到 , 序列 {zk} 的 收敛 性 与 初始 区 间 [@, 尹 无关. 对 于 任意 给 
定 的 初始 区 间 [o, 引 , 序列 {zk} 均 是 收敛 的 , 因此 , 二 分 法 是 大 范围 收敛 的 . 
例 7.3 ”用 二 分 法 求 方程 z3 一 37 一 1=0 在 区 间 [1,23] 内 的 根 , 使 其 精度 达到 
两 位 有 效 数 字 . 问 需要 将 区 间 二 分 多 少 次 ? 并 求 出 满足 精度 的 近似 根 , 
解 ”根据 (7.3) 可 以 估计 二 分 次 数 太 的 大 小 . 设 


1 
|zK 一 了 "| 么 Zr 一 9) 芭 65， 


其 中 ae=105=2, 精度 < = 0.05, 那么 可 求 得 大 > (In20/im2)-1。=3.3219, 取 大 = 
即 可 . 用 公式 (7.2) 求解 得 z* = zr4 = 1.9063, 具体 过 程 见 下 表 : 


大 QK bx TPR k 一 QK jf(ak)j7(zk) 
0 1 2 1.5 1 十 

1 1.5 2 1.75 0.5 十 

2 1.75 2 1.875 0.25 十 

3 1.875 2 1.9375 0.125 一 

4 1.875 1.9375 1.90625 0.0625 


“根据 上 述 讨论 , 二 分 法 具有 计算 简单 、 方 法 可 靠 并 且 有 大 范围 收敛 性 的 优点 . 
缺点 是 收敛 缓慢 (只 有 线性 收敛 速度 ), 并 且 不 能 求 重 根 和 复 根 . 通常 用 二 分 法 为 其 
它 的 求 根 方法 (例如 牛顿 法 ) 提供 较 好 的 初始 近似 值 , 再 用 其 它 的 求 根 方法 精确 化 . 


7.2 ”简单 迭代 法 及 其 加 速 技巧 


7.2.1 ” 迁 代 法 的 基本 思想 

能 够 得 到 递 推 形式 的 算法 称 为 帮 代 法 ， 和 迭代 法 是 数值 方法 中 最 常用 的 一 种 方 
法 , 它 是 一 种 逐次 和 逼 近 的 方法 . 其 基本 思想 是 : 先 给 出 方程 的 根 的 一 个 近似 值 ( 初 
始 值 ), 反复 使 用 某 递 推 公式 , 校正 根 的 近似 值 ， 的 入 人 和 最 后 得 到 满足 精 


度 要 求 的 方程 的 近似 解 . 
基于 上 述 思想 , 将 方程 flz) = 0 改写 成 其 等 价 形式 
三 %(Z)， (7.4) 
取 方 程 根 的 某 一 近似 值 zx 作为 欠 代 的 初始 点 ; 由 函数 p(z) 可 计算 出 :zlj, 即 zl = 
ef(zo), 如 此 下 去 , ……… , 设 当前 点 为 zk, 由 P(z) 计算 出 zk+l; 即 
ZkA1 王 (ZN 天 一 01 (7.5) 


这 里 , 称 e(z) 为 迭代 函数 , 而 称 式 (7.5) 为 迭代 公式 . 
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若 序列 {zk} 存在 极限 z*, 即 
im zr 二 7 


则 称 迭 代 过 程 (或 欠 代 公式 ) 是 收敛 的 . 如 果 函 数 P(z) 连续 , 在 式 (7.5) 两 端 取 极 
限 得 到 
Z =%(Z)， 
则 zx* 是 方程 (7.4) 的 根 . 我 们 也 称 z* 是 函数 wp(z) 的 一 个 不 动 点 , 因此 也 称 和 迭代 公 
式 (7.5) 为 不 动 点 迭代 . 在 迭代 公式 (7.5) 中 , 由 于 zk+l 仅 由 zk 决定 , 因此 这 是 一 
个 单 步 迭 代 公 式 . 
由 上 述 讨 论 , 可 得 到 如 下 算法 . 
算法 7.3 (简单 闪 代 法 ) 
步 1 取 初 始点 To, 最 大 选 代 次 数 N 和 精度 要 求 <, 置 大 := 0; 
步 2 计算 zk+lj; 
步 3 若 |zk+l 一 Zk| <E, 则 停 算 ; 
步 4 车 上 = 六, 则 停 算 ; 和 否则, 置 上 := 十 1, 转 步 2. 
由 以 上 算法 过 程 可 以 看 出 , 一 旦 确定 了 和 迭代 函数 ， 算 法 7.3 的 程序 实现 非常 
简单 . ， 
根据 算法 7.3 编制 MATLAB 通用 程序 如 下 : 
e 简单 闪 代 法 MATLAB 程序 
Ximaiter . 匡 
function Xx=maiter(Phi,x0,ep,N) 
% 用 途 : 用 简单 迁 代 法 求 非 线性 方程 {(x)=0 有 根 区 间 [a,b] 中 的 一 个 根 
Y 格 式 : x= maiter(phi,x0,ep,N) fun 为 phi(x) 的 函数 句柄 ，x0 为 初 值 ， 
%ep 为 精度 (默认 le-4) ，N 为 最 大 选 代 次 数 (默认 500) ，x 返 回 近似 根 
if nargin<4 NJ=500;end 
if nargin<3 ep=1le-4;end 
X=0O; 
While KX<N 
x=feval(pPhi,x0) ; 
if abs(x-x0)<ep 
break; 
end 
XO=X;K=+1li; 


end 
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if k==N，warning() 已 达 和 迭代 次 数 上 限 '); end 

disp([:k=: ,num2str(k)]) 

例 7.4 用 简单 迭代 法 通用 程序 maiter. 呈 求 方程 flz) = zez -1=0 在 [0,]] 
内 的 一 个 实 根 . 取 定 精度 = = 10， 初 始点 为 Z0 一 0.5. 

解 ”迭代 法 成 功 的 关键 在 如 何 适当 选取 帮 代 函数 . 本 问题 可 将 原 方程 等 价 变 
形 为 至 少 下 列 三 种 形式 


2 =6 2z，2 了 三 一 ]nz 2 一 2 十 Te 一世 


经 过 粗略 的 观察 , 可 发 现 后 两 种 等 价 变形 是 不 可 取 的 ( 稍 后 还 有 详细 论述 ). 故 取 和 进 
代 函 数 为 p(z) = e-=, 和 迭代 公式 为 


工人 


TKk+1 一 .于 ? 
在 MATLAB 命令 窗口 执行 : 
>> X=maiter(inline(:exp(-x):),0.5,1e-5) 
X=17 
本 


0.56714076326981 


7.2.2 ”收敛 性 和 误差 分 析 

用 简单 迭代 法 求解 非 线 性 方程 的 关键 在 于 适当 地 构造 选 代 公式 , 不 同 的 迭代 公 
式 收敛 的 速度 不 同 , 甚至 不 收敛 . 例如 , 用 迭代 法 求解 方程 zz -=z- 1I= 0, 可 以 将 
方程 等 价 变形 为 至 少 下面 四 种 形式 : 


1 二 Z3 十 Z 一 1 
天 到 Vz 十 1， 一 全书 Z 二 二 宙 中 六 


由 此 , 可 以 得 到 不 同 的 迭代 公式 


(D zk+l = 十 T (ID)  z 芋 研一 区 一 天 


Z3 十 ZK 一 1 
(III) ITZk+l 一 1 十 过 ({(IV) ZK 了 1 三 0 


严 上 


利用 前 面 的 MATLAB 进行 计算 , 取 初 始 值 rzo = 1.5, 发 现 格式 (II) 和 (IV) 是 不 收 
伍 的 , 而 格式 (ID) 迭代 6 次 , 格式 (IIT) 和 迭代 8 次 即 可 达到 满意 的 精度 (< 10-5). 

那么 , 现在 的 问题 是 , 当 夫 代 公式 (或 迭代 函数 ) 满足 什么 样 的 条 件 时 , 才能 保 
证 所 产生 的 迭代 序列 收敛 (到 方程 的 解 ) 呢 ? 我 们 有 下 面 的 收敛 性 定理 : 
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定理 7.1 ” 设 函 数 p(z) 在 区 间 fa, 吕 上 有 连续 的 一 阶 导数 ,并 满足 : 

(Da 和 elz) 和 六 vre[aii (2) |o(zj| 和 了 工 <1，YreEo gj . 
则 (1) 函 教 2(z) 在 区 间 [a, 引 土 存 在 唯一 的 不 动 点 T"， 即 7" = p(Z*); (2) 对 任何 
Z0 E [a,, 由 迁 代 公式 (7.5) 得 到 的 选 代 序 列 {zk} 均 收 敛 到 方程 的 解 z*. 


页 但 ，17/1 


证 “(1) 先 证 明 存 在 性 . 作 函 数 g(z) = z 一 P(z), 则 由 题 设 gfaj = ao~ elaj <0， 


gt 纪 =-e2( 电 > 0, 由 根 的 存在 定理 , 至 少 存在 一 个 z*, 使 得 g(z*) = 0, 即 z = 
e(z”). 
再 证 唯一 性 . 假设 存在 两 个 解 rz* 和 却 , 即 
2 二 六 (2 二 三 六 (去 7 元 所 [ay 圳 ， 
那么 , 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 可 得 
|z* 一 天 一 |p(z*) 一 如 ( 本 | 委 |W( 必 lz 一 乔 系 也 lz 一 到， (7.6) 


因为 到 < 1, 式 (7.6) 成 立 必 然 有 z* = 元 
(2) 由 拉 格 朗 日 中 值 定 理 及 条 件 (2), 可 得 


|zk 一 2 三 |o(zk-i) 一 2(z)| = | (全 -0 (zk-l 一 站 | 
乏 也 zi 一 2?| 私 也 2|zk-2 一 Z?| 入 … 委 了 lzo 一 22|. 


由 于 到 < 1, 故 当 大 一 oo 时 , 磷 一 0, 从 而 zk 一 z*(K 一 oo). 口 
注 7.1 由 定理 7.1 的 证 明 过 程 可 以 看 出 , 条 件 (2) 可 以 用 Lipschitz 条 件 来 
替代 , 即 : 存在 常数 王 且 0< 工 <1, 使 得 


|p(z) 一 2( 人 入 了 zz 一 引 ， yyE[o 让 {7.7) 


定理 的 结论 依然 成 立 . 

定理 7.1 只 是 定性 地 指出 了 在 满足 一 定 的 条 件 下 ， 迭代 序列 收敛 到 方程 的 解 ， 
并 没有 定量 地 给 出 近似 解 与 真 解 的 误差 , 这 样 , 在 构造 算法 时 ; 无 法 确定 终止 条 件 . 
下 面 的 定理 给 出 了 算法 7.1 的 误差 估计 . 

定理 7.2” 设 定理 7.1 的 条 件 成 立 , 则 








了 
| 下 一 于 | 乞 E lz 一 20|， (7.8) 
| 次 一 了 "| 委 |zk+i 一 8 (7.9) 
天 本 天 十 1 此] . * 
证 ”由 定理 7.1 的 证 明 过 程 可 知 ， 
| 且 EH1 一 | 过 了 |z 一 ZK 和 .和 [zl 一 0|. {7.10) 
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反复 利用 (7.10) 得 到 


|zk+p 一 zk| 和 |zk+p 一 ZK+P-1| 十 |ZkHP-I 一 了 KE+p-2 十 十 |7kHI 一 ZK 


和 (LE+HpP-1 十 也 beHp-2 十 :1 卡 世 9|zi 一 zo| 
太 


隐 
1 一 了 
在 上 式 中 , 令 p 一 cc, 即 得 (7.8). 
用 同样 的 方法 , 可 以 得 到 
|zk+p 一 Zk| 委 |zk+p 一 ZK+p-1| 十 |zk+p-1 一 Zk+p-2| 十 :…… 十 |zk+l 一 2 
裤 人 21 十 ZIP-2 十 …: 十 工 十 1)|zk+1l 一 38| 


么 





|za 了 Z0|， 


ea 
下 大 十 1 [ 习 折 


在 上 式 中 , 令 p 一 co, 即 得 (7.9). 口 

上 述 定理 所 讨论 的 收敛 性 是 在 整个 求解 区 间 [co, 员 上 论述 的 , 这 种 收敛 性 称 为 
全 局 收敛 性 . 在 实际 使 用 迭代 法 时 , 有 时 候 不 方便 验证 整个 区 间 上 的 收敛 条 件 , 而 
实际 上 只 考察 不 动 点 z" 附近 的 收敛 性 , 因此 称 为 局 部 收敛 性 . 

定义 7.1 设 z* 是 迁 代 函数 plz) 的 不 动 点 , 如 果 存 在 T" 的 某 个 邻 域 NUZ”， 
5) = (如 二 5z 二 6), 使 得 对 任意 的 zo E N(z*6)， 由 和 克 代 公式 (7.5) 产生 的 序列 
{fzbj EC N(z*,5);) 且 收 化 到 7*， 则 称 选 代 公式 (7.5) 局 部 收 伍 . 

' 定理 7.3 设 zr* 是 方程 = plz) 的 根 , pi(z) 在 玉 的 某 个 邻 域内 连续 且 有 

le'fzej| < 二 则 选 代 公式 (7.5) 局 部 收 黎 . 

证 “由 定理 的 条 件 , 存在 5 > 0, 使 得 Yz E Ntz*,5) 时 , 有 | 风 ( 了 | 过 工 < 工 
此 , 我 们 有 


|zks+a 一 z?| = |p(zk) 一 P(z*)| = le (6 (zk 一 2 和 古 ze 一 < zx 一 2 


所 以 当 zk e N(z*,5) 时 , 有 zk+l e Ntz*,6). 由 定理 7.1 知 , 迭代 公式 (7.5) 局 部 

















收敛 , 口 
例 7.5 利用 适当 的 迁 代 格式 证 明 
二 人 

二 

证 -让 
1 
2 三 1 十 I 和 
有 
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则 有 递 推 式 


1 
zk =I 十 一， 大 三 01….. 
了 


令 lz) = 1+ 2， 则 w'(z) = - 贡 ai 示 人 


,1+V5 
台 三 4 
另 一 方面 ， 
|w(z?)| = 人 过 本 | 
故 由 定理 7.3 知 ，{fzk} 局 部 收敛 于 z* 口 
为 了 刻画 和 迭 代 序 列 {fzk} 的 收敛 速度 我 们 引进 收敛 阶 的 概念 ,. 它 是 衡量 一 个 
迭代 算法 优 劣 的 重要 指标 之 一 . 
志 义 人 3 设 im zk 一 T"， 令 ek 一 zk 一 IT， 如 果 存 在 某 个 实数 也 > 1 及 常数 
cy> 0, 使 得 
im 人 全 三 已 (7.11) 


则 称 序列 {zk} 是 卫 阶 收 化 的 特别 地 , (1) 当 卫 =1 0<e< 1 时 , 称 为 线性 收 
化 ; (2) 当 卫 =1 c=0 时 , 称 为 超 线性 收 敏 ; (3) 当 卫 =2 时 , 称 为 平方 收 化 

根据 计算 实践 , 一 般 认 为 , 一 个 算法 如 果 只 有 线性 收敛 速度 , 那 是 认为 不 理想 
的 ,有 必要 改进 算法 , 或 采用 加 速 技巧 . 而 一 个 算法 如 果 具 有 超 线性 收敛 速度 , 那 就 
认为 是 一 个 很 不 错 的 算法 了 . 至 于 构造 具有 平方 敛 速 以 上 的 算法 , 则 是 数值 分 析 人 
员 梦 宁 以 求 的 事情 . 

那么 , 简单 迭代 法 的 收 和 敛 速度 怎么 样 呢 ? 我 们 有 下 面 的 定理 ， 

定理 7.4 ” 设 迁 代 函 教 p(z) 满足 : 

(1 2* 王 plz*), 且 在 z* 附近 有 了 阶 导 教 ; 


(2) W(z) 三 多 (z) 一 二 JP (7) 一 0 
(3) po (z7) 关 0， 

那么 , 选 代 公式 (7.5) 是 阶 收敛 的 . 
证 ”由 泰勒 公式 , 有 


Th+1 一 9(Zk) 三 2(Z) 十 P(Z)(ZkE 一 Z) 十 


人 | (zk 一 z*)z-1 二 | (zk 二 Zr*)P 


二 纪 和 (zs 一 


人 
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其 中 总 介 于 mx 与 z* 之 间 , 所 以 








多 9 
上 式 两 边 取 极限 , 并 注意 到 当 上 大 一 oo 时 , 失 一 z*, 即 得 
TkHL 一 2 一 VP(Z" ) 
K=-eo (ZK 一 Zr)p ， 串 
即 迭 代 公 式 (7.5) 是 阶 收敛 的 . 口 


例 7.6 用 简单 和 只 代 法 求 方程 7z3 -zz 一 z-1=0 在 区 间 [1,23] 上 的 一 个 根 . 
试用 不 同 的 方法 构造 选 代 格式 , 并 指出 每 一 格式 是 否 收 伊 , 如 果 收 伊 指 出 收 化 阶 . 

解 方法 1 将 原 方程 变 为 x = z3 - z2 -- 1, 迭代 公式 为 zkHl = 吕 一 欢 一 1 
这 里 迭代 函数 e(z) = rz3 -zz2-1, 有 ww(z) =3z2 一 2c> 1, vze(l3. 若 令 xzo= 2， 
有 zi = 3，z2 = 17,……, 迭代 显然 是 不 收敛 的 . 

方法 2 将 原 方程 变 为 z = 5 二 IT 十 1 迭代 公式 为 zk+l = 引 呈 十 区 十 | 
这 里 迭代 函数 p(z) = 5 二 xz+l, 可 以 验证 pw(z) e [2 Yz e [3, 且 

ol(z) = 了 <1，Vz EL23. 

故 由 定理 7.1 知 这 一 迭代 格式 是 收敛 的 . 由 于 w'(z*) 尖 0, 故 其 收敛 阶 是 1 阶 的 . 

方法 3 取 和 迭代 函数 为 


三 址 | 
ep(Z) =1 工 十 二 者 元， 
可 以 验证 plz) es [L, 3, vYz e [3, 且 
va-- 信 + 划 
故 |eor(zj| < 1 wz e [3. 由 定理 7.1 知 这 一 迭代 格式 也 是 收敛 的 . 显然 w(z*) 天 0， 
故 其 收敛 阶 也 是 1 阶 的 . 


7.2.3 ”和 迭代 法 加 速 技巧 


对 于 一 个 收敛 的 迭代 过 程 , 只 要 迭代 足够 多 次 , 就 可 以 使 结果 达到 任意 精度 , 但 
有 时 和 迭代 过 程 收 倒 缓 慢 , 从 而 使 计算 过 程 变 得 很 大 , 因此 迭代 过 程 的 加 速 是 个 重要 
课题 . 守 

由 定理 7.4 可 知 , 当 w'(z*) 关 0 时 , 迭代 公式 (7.5) 只 有 线性 收敛 速度 ， 收敛 到 
真 解 的 速度 是 比较 缓慢 的 . 我 们 下 面 来 考虑 选 代 过 程 的 加 速 问题 . 

设 zk 是 根 z* 的 某 个 近似 值 , 用 迭代 公式 校正 一 次 得 


kr 三 9p(Zk): 
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假设 w'(z) 在 所 考察 的 范围 内 变化 不 大 , 其 估计 值 为 9, 则 
太一 姑 三 pz ) 一 PCZk) sd(z 一 zk)， 


由 此 解 出 z* 得 





T” 六 二 
和 证 天， 


这 就 是 说 , 如 果 将 迭代 值 wx 与 zk 加 权 平 均 , 可 望 得 到 的 





1 
ZhTL 三 二 一 世 大 


1 工 一 9 1 一 4 
是 比 状 更 好 的 近似 根 . 这 样 加 工 后 的 计算 过 程 是 : 
选 代 磷 三 wp(zk)， 
改进 Zk+1l 三 声 -w 一 
这 组 迭代 公式 可 以 合并 成 


@Q 
于 全 





ZN+L 一 记 [e(zk) dzk] (7.13) 


例如 , 用 和 迭代 公式 (7.13) 求解 例 7.4, 由 于 w'(z) = -ez, 故 可 取 dg = -0.6, 则 
加 速 公 式 (7:13) 的 具体 形式 为 


人 
ZKk+L 三 人 下 十 0.6zk)， 


利用 简单 迭代 法 通用 程序 maiter.m, 在 MATLAB 命令 窗口 执行 : 
>> x=maiter(inline(:(exp(-x)+0.6*x)/1.6:),0.5,1e-5) 
可 得 到 计算 结果 
k=3 
X = 
0.56714328557022 
即 只 需 返 代 3 次 , 就 可 以 得 到 与 例 7.4 同样 精度 的 结果 (而 在 那里 迭代 了 :17 次 )， 
可 见 这 种 加 速 的 效果 是 明显 的 . 
尽管 如 此 , 加 速 欠 代 公式 (7.13) 使 用 起 来 却 很 不 方便 , 因为 常数 4 一 般 是 很 难 
确定 的 . 鉴于 此 , Aitken-Steffensen ( 艾 特 肯 - 斯 蒂 文 森 ) 提出 了 一 个 实用 的 加 速 选 代 
公式 . 其 基本 思想 是 : 
设 当前 近似 点 为 zk; 念 
柏 三 PCKh (7.14) 
2 二 p( 欠 )， (7.15) 
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仍 设 可 Ag, 于 是 有 


詹 一 太 Sg(K 一 T)， 允 一 六 二 g(k 一 Z)， 








将 上 面 两 式 相 除 得 
逢 一 23 2 工 多 
2 二 2 一 22) 
由 上 式 解 出 rz*, 得 
网 护 二 亲 (大 一 zh) 
习 二 2 一 一 一 一 一 一 一 . 
其 一 2k 十 2 庆 一 2 十 ZK 
可 将 上 式 的 右 端 作为 新 的 近似 值 , 即 
or 大 = 0,1,…… . (7.16) 
下 面 写 出 具体 算法 : 


算法 7.4 (Aitken-Steffensen 加 速 方法 ) 
步 1 取 初 始点 zo, 最 大 迭代 次 数 N 和 精度 要 求 =， 置 人 := 0; 
步 2 计算 詹 =PZK)， 允 三 2( 及 


( 狂 一 Zk)2 


Zk+l 三 ZKk 一 
状 一 2 十 ZK 


步 3 车 |zk+l 一 zk| < 抽 则 停 算 ; 

步 4 若 人 = N, 则 停 算 ; 和 否则, 置 上 := 大 十 1 转 步 .2. 

可 以 证 明 , Aitken-Steffensen 加 速 方法 具有 平方 收敛 速度 , 此 结论 略 去 不 证 . 
根据 算法 7.4, 编制 MATLAB 通用 程序 如 下 : 

Aitken-Steffensen 加 速 法 MATLAB 程序 

Ymaaitken .中 

function x=maaitken(Phi,x0,ep,N) 

% 用 途 : 用 Aitken-Steffensen 加 速 方法 求 f(x)=0 的 解 

y 格 式 : x=maaitken(phi,x0,ep,N) Phi 为 和 代 函数 ，x0 为 远 代 初 值 ， 
Yep 为 精度 (默认 le-4) ，N 为 最 大 迁 代 次 数 (区 认 500)，x 返 回 近似 根 
if nargin<4,N=500;end 


if nargin<3,ep=le-4;end 

k=0; 

While k<N 
y=feval(phi,x0) ; 
Z=feval(Phi,y); 
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X=Xx0-(y-X0) ”~2/(Z-2+*y+X0) ; 
if abs(x-x0)<ep，break; end 
XO=Xi X=K+l; 
end 
if k==N，warning(: 已 达 和 迭代 次 数 上 限 2); end 
disp([:k=:,num2str(k)]) 
例 7.7 ”用 Aitken-Steffensen 加 速 法 求 方程 flz) = zez -1=0 在 [0,1] 内 的 
一 个 实 根 , 取 初 始点 为 zo = 0.5, 精度 为 10-5. 
解 ” 在 MATLAB 命令 窗口 执行 : 
>> Xx=maaitken(inline(:exp(-x):),0.5,1e-5) 
k= 2 
X = 
0.56714329040978 
即 只 需 2 次 迭代 就 可 以 得 到 满足 精度 要 求 的 结果 . 
例 7.8 设 函 教 po(z) 连续 可 微 , 若 迁 代 公 式 Tbil = 9p(Zk) 局 部 线性 收 伍 , 对 
于 ae 了 R, 构造 只 代 公 式 


ZKk+L 一 怒 (ZKh， 大 一 01……， (7.17) 


其 中 





wz) = 证 P(z) 一 


试 选取 a 的 值 使 得 选 代 公式 (7.17) 具有 更 高 的 收敛 阶 . 
解 zk+l = po(zk) 局 部 线性 收敛 , 故 存在 不 动 点 z* 使 得 z*” = ”(z"). 注意 











有 1 @ 1 和 
了 
即 z* 也 是 W(z) 的 不 动 点 . 对 w(z) 求 导数 得 
巡 (z) = 天 人) 一 


要 使 迁 代 公式 (7.17) 具有 Na 和 风 (z”) =0, 即 


1 
工 一 尼 





严 
居 全 二 机 


解 得 
丰 三 胡 ( 2C 


因此 , 如 果 选 取 a = elz*), 则 和 友 代 公式 (7.17) 至 少 是 二 阶 收 敛 的 . 
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7.3 ”牛顿 型 方法 


7.3.1 “牛顿 法 的 基本 思想 与 算法 
牛顿 法 是 一 种 特殊 形式 的 迭代 法 , 它 是 求解 非 线性 方程 最 有 效 的 方法 之 一 . 其 
基本 思想 是 : 利用 泰勒 公式 将 非 线 性 函数 在 方程 的 某 个 近似 根 处 展开 , 然后 截取 其 
线性 部 分 作为 函数 的 一 个 近似 , 通过 解 一 个 一 元 一 次 方程 来 获得 原 方程 的 一 个 新 的 
近似 根 . 
具体 地 说 , 设 当前 点 为 zk, 将 ffz) 在 zk 处 泰勒 展 开 并 截取 线性 部 分 得 
fl(z) szZe) 十 大 (zk)(z 一 ZE)， 


令 上 式 右 端 为 0, 解 得 


ZPk+1 三 z 一 2 下 (7.18) 

式 (7.18) 称 为 牛顿 迭代 公式 . 

根据 导数 的 几何 意义 及 上 述 推导 过 程 可知 , 牛顿 法 的 几何 上 表现 为 : zk+1l 是 
函数 ffz) 在 点 (zk, ffzk)) 处 的 切线 与 x 轴 的 交点 . 因此 , 牛顿 法 的 本 质 是 一 个 不 
断 用 切线 来 近似 曲线 的 过 程 , 故 牛 顿 法 也 称 为 切线 法 . 

至 于 牛顿 法 的 终止 条 件 , 可 以 采用 与 简单 迭代 法 相同 的 终止 条 件 ( 因 和 牛顿 法 本 
身 就 是 欠 代 法 ), 于 是 我 们 可 以 写 出 算法 过 程 如 下 . 

算法 7.5 (牛顿 法 ) 

步 1 取 初 始点 zo, 最 大 迭代 次 数 W 和 精度 要 求 E, 置 大 := 0; 

步 2 计算 

zh) . 


TKk+1 一 TI 一 户 (zk)， 





步 3 著 |zk+l 一 zk| <E， 则 停工 ; 

步 4 若 上 = N, 则 停 算 ; 否则 , 置 大 := 大 十 1 转 步 2. 
根据 算法 7.5, 编制 MATLAB 通用 程序 如 下 : 

牛顿 法 MATLAB 程序 


%ymanewton .m 
function x=manewton(fun,dfun,x0,ep,N) 


% 用 途 :用 牛顿 法 求解 非 线性 方程 E(x)=0 
Y 格 式 :x=manewton(fun,dfun,x0,ep,N) fun 和 dfun 分 别 为 表示 ff(x) 和 f?(x) 


% 的 函数 句柄 ，x0 为 只 代 初 值 ，ep 为 精度 (默认 le-4) ，N 为 最 大 和 渤 代 
% 次数 (默认 为 500) ，x 返 回 近似 根 
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if nargin<5 ,NM=500;end 

if nargin<4,ep=le-4;end 

X=0; 

While K<N 
Xx=x0-feval(fun,x0)/feval(dfun,x0) ; 
if abs(X-Xx0)<ep 

break ; 
end 
X0=X;i k=k+l; 

end 

if k==N，Vwarning(? 已 达 和 迭代 次 数 上 限 ); end 

disp([:k=:,num2str(k)]) 

例 7.9 ”用 牛顿 法 程序 manewton.m 求 方程 flz) = ze 一 1=0 在 [0,1] 内 的 

一 个 实 根 , 取 初 始点 为 zo = 0.5, 精度 为 10 5. 

解 ”在 MATLAB 命令 窗口 执行 : 

>> format Long 

>> fun=inline(x#eXxPp(X)-12); 

>> dfun=inline(，(X+1)*#exp(Xx) ); 

>> x=manewton(fun,dfun,0.5,1e-5) 

得 计算 结果 ; 

k=3 

X 二 

0.56714329040978 


7.3.2 “牛顿 法 的 收敛 速度 


现在 我 们 来 分 析 牛 顿 法 的 收敛 性 及 收敛 速度 . 我 们 有 
定理 7.5“ 设 函 教 f(z) 二 次 连续 可 导 , z* 满足 f(z")=0 及 包 (z") 夭 0, 则 存 
在 0 证 0， 当 TI0 E [zo 一 6,zo 十 引 时 ， 牛顿 法 是 收 化 的 ， 且 收 仇 阶 至 少 是 2 ( 即 至 少 是 


平方 收 伍 的 ). 
证 。 不 难 发 现 , 牛顿 法 本 质 相当 于 选 代 函 数 为 
0 
War 
的 迭代 法 , 于 是 


IJP 二 7 加 jj 7 加 严 四 
9 =1 Te 记 回 2 
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由 题 设 flz*) = 0 及 fj(z?) 尖 0 可 得 wo'(z*] = 0 从 而 由 定理 7.3 可 知 , 存在 5 >10， 
当 zo se N(z*,6) 时 , 牛顿 法 收敛 . 再 由 定理 7.4 可 知 , 其 收敛 阶 至 少 是 2 阶 的 . 口 
由 定理 7.5 的 条 件 ( ftz*) = 0，jP(z*) 夫 0) 可 知 , 当 z*" 是 方程 f(z) = 0 的 单 
根 时 , 收敛 阶 至 少 是 2 阶 的 . 如 果 z* 是 方程 flz) = 0 的 重 根 的 情形 会 是 怎么 样 的 
呢 ? 我 们 来 做 一 些 简 单 的 分 析 . 
设 z* 是 方程 flz) = 0 的 mm 重 根 , 即 


jz) = 人 一 7)9g(z)， 冯 关 2， 


其 中 g(z) 有 二 阶 导数 且 g(z*) 夭 0, 计算 w(z) =z- jz)/P(z) 的 导数 , 得 
去 . 瑟 29g(z) 二 9 (z) 

(1 二 ) +(z 2Z* )] 一 一 一 ~ 2 十 (z 7 

29 3] 
mg(Z) 





el'(z) = 
1 了 (zz*)- 一 二 


所 以 有 ， 

mw (z”)=1 一 SS 
这 样 , 当 m > 2 时 , ew'(z*) 和 0, 且 有 |w(zj| < 1 这 样 , 牛顿 法 就 至 多 只 有 线性 收敛 
速度 了 . 这 说 明 在 重 根 的 情形 , 牛顿 法 失去 了 快速 收敛 的 优点 而 变 得 不 再 实用 . 


为 改善 重 根 时 牛顿 法 的 收敛 速度 , 可 以 采用 下 面 两 种 方法 . 
方法 一 ” 当 根 的 重 数 m > 2 时 , 将 迭代 函数 改 为 


_ mijz) 
ef(Z) 加 F(2) ? {7.19) 

容易 验证 由 上 式 定义 的 w(z) 满足 w'(z*) = 0, 因此 迭代 公式 
寻 muF(Zk) 大 三 0,1，…- (7.20) 





ZK+L 三 了 F(zh) 4 


至 少 是 二 阶 收 敛 的 . 
稍 加 思考 我 们 便 会 发 现 上 述 加 速 方法 并 不 适用 , 因为 事先 并 不 知道 根 的 重 数 
m, 故 这 一 方法 只 具有 理论 上 的 意义 ,下面 的 方法 才 是 求 重 根 时 比较 实用 的 加 速 方 


法 . 
方法 二 若 z* 是 flz)=0 的 mm 重 根 , 则 必 为 
(GZ) 
7 
的 单 根 . 基于 这 个 事实 可 以 将 牛顿 欠 代 函数 修改 为 


aa Fig) 
mwGCJ 一 太 加 -Fa77G 


e(Z) 三 2 一 
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根据 定理 7.5, 关于 MA(z) 的 牛顿 迭代 公式 


0 7(zk) 疡 (zh) RD 
ITK+I 一 ZK CGOP 二 ctJ7FG， 大 = 0 二 (7.21) 


至 少 是 二 阶 收 敛 的 . 公式 (7.21) 称 为 求 重 根 的 牛顿 加 速 公 式 ， 
例 7.10 “” 取 初 始点 为 zo = 1.5， 分 别 用 牛顿 法 和 牛顿 加 速 公 式 {7.21) 计算 


方程 
z3 一 72 一 和 二 1=0 
的 根 . 
解 ”容易 发 现 z=1 是 二 重 根 . 利用 牛顿 法 的 迭代 公式 为 
zkHL = ZK 一 妾 二 (7.22) 


而 利用 牛顿 加 速 公式 (7.21) 的 和 迭代 公式 为 


2 十 6zk 十 1 (7.23) 


利用 公式 (7.22), 迭代 13 次 得 近似 解 为 : zis = 10001. 而 利用 公式 (7.23) 迭代 3 
次 即 可 得 到 十 分 精确 的 结果 : zl = 0.96078, za = 0.9996, za = 1.0000. 由 此 可 见 , 牛 
顿 欠 代 加 速 公 式 (7.21) 是 有 效 的 . 

例 7.11 构造 计算 yc 的 牛顿 选 代 公式 ,并 用 此 公式 计算 Y%412 的 近似 值 , 精 
确 到 10-8. 

解 令 z= 沪 , 即 求 等 价 方程 za--c = 0 的 根 . 取 j(z) = z3-c 则 乌 (z) = 3z” 
代入 牛顿 欠 代 公式 有 








村 太一 c IT 必 
ZL 一 .25 一 Fe] 宇 2 一 3 怒 三 (2zx+ 去 ) 


计算 3 时 , 因 17) < 0; f(8) > 0, 故 ze 17, 引 . 取 zo = 了, 利用 土 述 迭 代 公 式 
进行 计算 , 计算 结果 下 表 . 







7.441018862 
1 7.441018861 









7.469387755 
7.441126470 


可 以 看 出 ，&%412 精确 到 10-s 的 值 为 7.44101886. 


http:/ /www. shengwukx. cn[n/printing. htm 2010-12-=-1 


页 但 ，17/1 


7.3 ”牛顿 型 方法 ,165 . 





7.3.3 ”阻尼 牛顿 法 


一 般 来 说 , 牛顿 法 的 收敛 性 依赖 于 初 值 zo 的 选取 , 如 果 zo 偏离 z* 较 远 , 则 牛 
顿 法 可 能 收敛 缓慢 甚至 发 散 . 例如 , 用 牛顿 法 求 方程 z3 ~-z -1=0 的 近似 根 . 如 果 
取 zo = 1.5, 用 牛顿 欠 代 公式 
Zi 一 jz 一 本 ”07.24) 
迭代 3 次 可 得 结果 : zl = 1.3478, za = 1.3252, zs = 1.3247, 其 误差 小 于 10-5. 但 如 
果 取 zo = -2.0, 则 要 得 到 同样 精度 的 解 需 要 友 代 65 次 ! 
因此 , 为 了 保证 当 zo 远离 z* 时 , 迭代 仍然 收敛 , 可 在 牛顿 欠 代 公式 中 增加 二 


个 参数 ma, 改 为 
2 -ou 电 二 0 (7.25) 
其 中 ax 的 选择 保证 
| (zk+i)l < | ze) (7.26) 


公式 (7.25) 和 (7.26) 合 起 来 称 为 阻尼 牛顿 法 或 牛顿 下 降 法 . 
如 何 选 择 ak, 通常 采用 简单 后 退 准则 , 即 取 p = 0.5, 记 mx 是 使 下 面 不 等 式 成 
立 的 最 小 非 负 整 数 m: 


|7(zke 一 7(zkJMF zh))| <4H(zal (7.27) 


然后 令 ak = pm* 即 可 . 
现 写 出 阻尼 牛顿 法 具体 的 算法 步骤 如 下 : 
算法 7.6 (阻尼 牛顿 法 ) 
步 1 取 初 始点 zo, p = 0.5, 最 大 和 迭代 次 数 N 和 精度 要 求 置 大 :三 0; 
步 2 计算 fj(zk) 及 太 (zk); 
步 3 对 于 浆 = 0,1,……, 检验 下 面 的 不 等 式 : 


17(zks - pmF(zke)/F (zt < LF(ze)， 


记 ?nk 为 使 上 述 不 等 式 成 立 的 最 小 非 负 整 数 77m; 
步 4 杆 


ak 一 pmx， Zk+I 一 ZK 一 Ck(ZEJ7 (ZE); 


步 5 车 |zk+l 一 Zk| < E, 则 停 算 ; 
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7.3.4 ”离散 牛顿 法 


用 牛顿 法 或 阻尼 牛顿 法 解 方程 ftz) = 0 的 优点 是 收敛 速度 快 , 但 牛顿 法 有 一 
个 明显 的 缺点 : 每 次 迭代 除 需 计算 函数 值 f(zk), 还 需 计 算 导 数 户 (zk) 的 值 , 如 果 
jz) 比较 复杂 , 计算 /(zk) 就 可 能 十 分 麻烦 . 尤其 当 | 户 (zh)| 很 小 时 ,计算 需 十 分 
精确 , 否则 会 产生 较 大 的 误差 . 

为 避 开 计算 导数 , 可 以 改 用 差 商 (离散 形式 ) 代替 导数 (连续 形式 ), 即 


f(zk) 一 了 (zk-1) 


了 (zh) 和 TK 一 炎 K 一 1 
得 到 牛顿 迭代 公式 (7.5) 的 离散 化 形式 
Zk+l 三 2 一 NE 一 2k-1)， (7.28) 


和 迭代 公式 (7.28) 称 为 离散 牛顿 法 或 割 线 法 . 可 以 证 明 下 面 的 收敛 定理 . 

定理 7.6 ” 设 函 数 fz) 在 其 零点 T* 的 某 个 邻 域 3 = {zllz 一 z"| 和 5} 内 有 
二 阶 连续 导数 , 且 对 任意 TES, 有 jj(z) 关 0, 则 当 6> 0 充分 小 时 , 对 3 中 任意 
zo,zl, 由 离散 牛顿 闪 代 (7.28) 产生 的 序列 {zk} 收 化 到 方程 flz) = 0 的 根 z"， 且 
具有 超 线 性 收 敏 速度， 其 收 化 阶 卫 所 1.618. 

证 明 可 参见 文献 [3] 第 348~350 页 . 

由 于 离散 牛顿 法 不 需要 计算 导数 , 虽然 收敛 阶 低 于 牛顿 法 , 但 高 于 简单 迭代 法 . 
因此 , 离散 牛顿 法 在 非 线性 方程 的 求解 中 得 到 广泛 的 应 用 , 也 是 工程 计算 中 的 常用 
户 续 之 一 . 

综 上 所 述 , 离散 牛顿 法 的 计算 步骤 可 归纳 如 下 . 

算法 7.7 (离散 牛顿 法 ) 

步 1 取 初 始点 Zo,Zl， 最 大 迁 代 次 数 JN 和 精度 要 求 E, 置 人 :=0; 

步 2 计算 -f(zk) 及 zk-1); 

步 3 里 

了 zh) js 双 二 二 


一 zx) 
步 4 若 |zk+l 一 zk| < <, 则 停 算 ; 
步 5 车 人 = N, 则 停 算 ; 否则 ， 置 zk-l := Th, Zk := ZIkHl 大 :大 十 1) 转 步 2， 
根据 算法 7.7, 编制 MATLAB 通用 程序 如 下 : 
e。 离散 牛顿 法 MATLAB 程序 
加 aqnewt . 严 
function x=maqnewt (fun,x0,xl,ep,J) 


Y% 用 途 : 用 离散 牛顿 法 求解 非 线性 方程 f(x)=0 


http:/ /www. shengwukx. cn[n/printing. htm 


页 但 ，17/1 


2010-12-1 


页 但 ，17/1 


习 题 7 . 167 ， 





% 格 式 :x=maqnewt (fun,x0,xl,ep,N) fun 为 表示 f(x) 的 函数 名 
% 柄 ,x0，x1 为 和 代 初 值 ，ep 为 精度 (默认 1le-4) ，MN 为 最 大 迭代 次 
% 数 ( 软 认 为 500) ，x 返 回 近似 根 

if nargin<5 ,N=500;end 

if nargin<4,ep=le-4;end 

kk=0; 

While KX<J 
x=Xxl-(xl-x0)*feval(fun,xl)/(feval(fun,xl)-feval(fun,x0)); 
if abs(x-Xxl)<ep 

break; 
end 
XO=X1;X1L=X; 
=k+1; 

end 

if k==N，warning(: 已 达 和 人 代 次 数 上 限 '); end 

disp([:k=:,num2str(k)]) 


例 7.12 “用 离散 牛顿 法 程序 maqnewt.m, 求 方程 flz) = zer -1=0 在 [0,1] 
内 的 一 个 实 根 , 取 初 始点 为 zo0 = 0.4，zl = 0.6, 精度 为 10-5. 


解 ” 在 MATLAB 命令 窗口 执行 
>> x=maqnewt(inline(x+exp(x)-1)),0.4,0.6,1e-5) 
得 计算 结果 : 
k=3 
X = 
0.56714329035989 
习 题 7 


( 工 ) 理论 分 析 题 
7.1， 已 知 方程 zz +z 一 4 =.0 在 区 间 [123] 内 有 一 根 , 试问 用 二 分 法 求 根 , 使 其 具有 -5 位 


有 效 数 字 至少 应 二 分 多 少 次 ? 
7.2 ”基于 和 迭代 原理 证 明 
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7.3 ”利用 适当 的 选 代 格 式 证 明 


lim V2+V2 二 …' 二 V2=2. 
且 一 oo 


7.4 给 定 函 数 f(z), 设 对 一 切 z，jf'(z) 存在 且 0 < 而 过 jz) sf 试 证 明 ; Y9 E 

{0,2/Mf), 和 迭代 过 程 
Zk+l 三 ZK 一 月 F(zk) 

均 收 你 于 方程 f(z) = 0 的 根 z*. 

7.5 设 wlz)= zz 一 2z+2, 问 取 什 么 初 值 rzo, 由 zk+l = p(zk) 产生 的 序列 {zxj 收敛 到 
9 的 不 动 点 ? 并 给 出 图 形 解释 . 

7.6 对 方程 (D) z 一 cosz=0,(2) 3z? 一 er = 0, 确定 [ao 中 及 9P, 使 zk+l 二 .9(zk) 对 
任意 zo e [a, 引 均 收敛 , 并 求 出 方程 的 各 个 根 , 误差 不 超过 10-”. 

7.7 已 知 z = elz) 在 [o, 中 上 只 有 一 个 实 根 , 上 且 当 rz e [a, 中 时 , |w'(z)| > 二 > 工 ( 为 
常数 ), 问 如 何 将 = = wp(z) 化 为 适合 于 迭代 的 形式 . 

7.8 ,证 明 对 任何 初始 值 ro e 及 , 由 迭代 公式 


TKk+1 一 COS ITK， 帮 三 0,1,2… 和 


则 所 产生 的 序列 {fzxj 记 。 都 收 化 于 方程 > = cosz 的 根 . 

7.9 设 方程 2z - sinz 一 4= 0 的 迭代 格式 zk+l 三 2 十 0.5sinzk: 

(1) 证 明 对 任意 的 zo e R, 均 有 {fzk] 一 z"” (k 一 oo), 其 中 z” 是 方程 的 根 ; 

(2) 取 zo = 2, 求 此 方程 的 近似 根 , 使 误差 不 拆 过 10; 

(3) 证 明 此 迭代 法 是 线性 收敛 的 . 

7.10 ” 取 初 始 值 ro = 3, 用 简单 迭代 法 求解 方程 nz -rz+2=0 在 如 co) 内 的 根 ; 并 用 
斯 带 文 森 迭 代 法 加 速 . 

7.11 设 z* 是 方程 f(z) = 二 的 单 根 , z = elz) 是 Flz) = 0 的 等 价 方程 . 若 P(z) = we 


rm(z)f(z), 证 明 当 m(z") 关 一 吉 可 时 , zk+l = pfzx) 至 多 是 一 阶 收敛 的 ; 当 mm(z") = 7 
时 , zk+l = P(zk) 至 少 是 二 阶 收敛 的 . 

7.12 为 了 简化 计算 , 可 在 牛顿 迭代 公式 中 用 ftzo) 取代 疡 {ze), 试问 这 种 选 代 格式 的 收 
化 阶 是 几 阶 的 ? 

7.13 “对 于 实数 a 半 0, 给 出 一 个 不 用 除法 运算 求 其 倒数 的 二 阶 收敛 选 代 公式 , 并 分 析 初 什 
zo 可 以 选取 的 范围 . 

7.14 “导出 计算 大 (其 中 a > 0) 的 牛顿 迭 代 公 式 ， 要 求 该 迭代 公式 既 无 开 方 又 无 除法 
运算 . 

7.15 “将 牛顿 法 用 于 求解 ra -- 10 = 0, 讨论 取 什 么 初 值 可 使 欠 代 收 敏 . 

7.16 证 明 : 解 方程 (z2 -- ao)2 = 0 求 VE 的 牛顿 法 


3 
Tk+1 一 了 zk 让 7 下 二 
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习 特 类 .学 ,169 . 
仅 为 线性 收敛 ， 


7.17 ” 设 牛 顿 法 的 迭代 序列 {fzk} 收 敏 到 方程 flz) = 0 的 某 个 单 根 rz", 证 明 : 误差 界 
ek 二 了 一 了 至 少 是 2 阶 的 ， 即 
ek+1 e jz") 
k 一 oo ek 2P(z*) 
7.18 设 z* 是 方程 flz)=0 的 mt(> 2) 重 根 , 证 明 修 正 的 牛顿 远 代 
。 (ze) 


Tk+l 三 TIE 一 7 
下 太 (zh) 








为 平方 收 伊 
7.19 证 明 : Steffenson 方法 
人 [ftzt)] 
TH 二 Faz)) 二 zx) 
对 于 ftz) = 0 的 单 根 rz* 为 平方 收 钱 . 


7:.20 ”证明 : 选 代 公 式 

2zk(zz 十 a) 
伙 E+1 一 3zzT+a 
是 计算 Va 的 3 阶 方法 . 假定 初 值 zo 充分 靠近 根 r", 求 

，。 Zhi 一 Va 

(zk 一 Va)3 
的 值 . 

7.21 ” 试 确定 常数 ， 有 ，?， 使 选 代 公 式 

pa Ta- 


Qa 
TkA1 三 QZk 十 中 
到 项. 


产生 的 序列 收敛 到 ya, 并 使 其 收 伊 阶 尽量 高 . 
7.22 设 z* 是 f(z) = 0 的 单 根 , 矿 二 次 连续 可 导 , 试 证 明 下 面 的 迭代 公式 





(ye) 


ZKkA+1LI 一 3 一 (zk)， 





至 少 三 阶 收 丸 , 
7.23 设 p=z-plz)jftz) -alz)j2(z), 试 确定 函数 pz)，q(z), 使 求解 ftz) = 0 且 以 


we(z) 为 选 代 函 数 的 选 代 法 至 少 三 阶 收 和 敛 ， 
( 工 ) 上 机 实验 题 


7.1 利用 算法 7.1, 编制 MATLAB 程序 , 求 方程 


zs -3.2r2 十 1.9z 十 0.8=0 
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的 隔 根 区 间 . 


7.2 利用 算法 ,7.2 (二 分 法 ), 编制 MATLAB 程序 , 求 方程 
cosz 一 3rz 十 1=0 


在 [0,1] 内 的 一 个 根 , 精度 为 10-5， 
7.3 ”适当 选取 迭代 格式 , 利用 算法 7.3 (简单 选 代 法 ), 编制 MATLAB 程序 , 求 方程 


10" ~zZ 一 2=0 


在 [0.3, 0.4] 内 的 一 个 根 , 精度 为 10 一 . 
7.4 编制 MATLAB 程序 , 比较 算法 7.3 和 算法 7.4 ( 选 代 加 速 法 ) 在 求解 方程 


z3 一 zY 一 1=0 


的 计算 效率 . 隔 根 区 间 为 [1, 2], 精度 为 10-. 
7.5 “利用 算法 7.5 (牛顿 法 ), 编制 MATLAEB 程序 , 求 方程 


z5 一 z 一 0.2=0 


在 [0,1] 内 的 一 个 根 , 精度 为 10-“. 
7.6 “利用 算法 7.7 (离散 牛顿 法 ), 编制 MATLAB 程序 , 求 方程 - 


er 十 107 一 2=0 


在 [0,1] 内 的 一 个 根 , 精度 为 10-5. 
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第 8 章 ”和 矩阵 特征 值 问题 的 计算 ? 


许多 工程 实际 问题 的 求解 , 如 振动 问题 、 稳 定性 问题 等 , 最 终 都 归结 为 求 某 些 
矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 问题 . 大 家 知道 , n 阶 方 阵 4 的 特征 值 与 特征 向 量 , 是 


满足 如 下 两 个 方程 的 数 和 和 非 零 向 量 #:; 
IMT 一 4=0， (8.1) 
4c=X 或 (MT-4E=0. (8.2) 


方程 (8.1) 称 为 矩阵 4 的 特征 方程 , 它 是 和 的 m 次 代数 方程 , 当 mn 较 大 时 难以 准 
确 求解 . 因此 , 从 数值 计算 的 观点 来 看 , 用 特征 多 项 式 来 求 矩 阵 特征 值 的 方法 并 不 
可 取 . 

在 实际 应 用 中 , 求 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 通 常 采 用 和 迭代 法 ， 其 基本 思想 是 , 
将 特征 值 和 特征 向 量 作为 一 个 无 限 序列 的 极限 来 求 得 ， 售 入 误差 对 这 类 方法 的 影 
响 很 小 , 但 通常 计算 量 较 大 . 

根据 具体 问题 的 需要 , 有 些 实际 问题 只 要 计算 绝对 值 最 大 的 特征 值 , 也 有 些 实 
际 问题 则 只 需 计 算 绝 对 值 最 小 的 特征 值 ， 当然 , 更 多 的 问题 则 要 求 计算 全 部 特征 
值 和 特征 向 量 ， 本 章 介 绍 几 种 目前 在 计算 机 上 比较 常用 的 矩阵 特征 值 问题 的 数值 
方法 . 


8.1 祖 法 和 反 寺 法 


8.1.1 ” 畦 法 及 其 通用 程序 

宕 法 是 通过 求 矩 阵 的 特征 向 量 来 求 出 特征 值 的 一 种 迭代 法 ， 它 主要 用 来 求 按 
模 最 大 的 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 的 . 其 优点 是 算法 简单 , 容易 计算 机 实现 , 缺点 
是 收敛 速度 慢 , 其 有 效 性 依赖 于 矩阵 特征 值 的 分 布 情况 

适 于 使 用 寡 法 的 常见 情形 是 : 4 的 特征 值 可 按 模 的 大 小 排列 为 |Mi| > |Xz| > 
las| > … > |n|, 且 其 对 应 特征 向 量 6，6,，…… , 细 线性 无 关 . 此 时 , 任意 非 零 向 量 
zZ0 均 可 用 皇 ， 名 …… , 织 线性 表示 , 即 


zZ0 一 有 6 十 庆 十 … 十 Dr (8.3) 
一 加 教学 计划 课时 在 60 学 时 以 下 者 可 不 讲授 本 章 . ， 
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且 .8 成 ，…… , 友 不 全 为 零 . 作 向 量 序列 zk = 4kxzo, 则 


zk 一 4kzo = 有 4kel 十 记 4kta 十 … 十 BA4ktn 
一 记 At6 十 236a 十 … 十 DAXXn 


一 和 1 ps A( 冠 ) @ 人 () 人 
由 此 可 见 , 车 房 关 0, 则 因 K -co 时 ， 


( 产 ) -0 信 二 2 冯 : 有 )， 


故 当 大 充分 大 时 , 必 有 
zk 久 AXEDi6i， 


即 zx 可 以 近似 看 成 Xi 对 应 的 特征 向 量 ; 而 zk 与 zk-1 分 量 之 比 


(zi 处 Ben) 
(zk Xe-LBi(cni 


于 是 利用 向 量 序列 {zk} 既 可 求 出 按 模 最 大 的 特征 值 Xi， 又 可 求 出 对 应 的 特征 向 
量 

在 实际 计算 中 , 考虑 到 当 |Ni| > 工时 , 允 一 cc; 当 |M|< 1 时 ,站 一 0, 因 而 计 
算 zk 时 可 能 会 导致 计算 机 “上 溢 ” 或 “下 溢 ” 现 象 发 生 , 故 采 取 每 步 将 zk 归 一 化 
处 理 的 办 法 , 即将 zk 的 各 分 量 都 除 以 绝对 值 最 大 的 分 量 , 使 1zkil> = 于 是 , 求 
4 按 模 最 大 特征 值 X 和 对 应 的 特征 向 量 避 的 算法 , 可 归纳 为 如 下 步骤 

算法 8.1 ( 私法 ) 

步 1 输入 给 阵 4, 初始 向 量 6， 误差 限 s， 和 最大 迁 代 次 数 Ni 

步 2 置 大 :=1, 几 :=0,zo=yofllyoll-; 

步 3 计算 狱 三 47k-1i 

步 生 计算 

起 q| = 邓 让 ,| 芭 昌 中 


其 中 [Bykji 表示 向 量 Wk 的 第 1 个 分 量 ， 并 置 
7 大 :一 :tk] -zk 二 7 


步 5 著 |mk 一 川 <e, 停 算 , 输出 mk，zki 否则 , 转 步 6; - 
步 6 若 上 上 < N, 置 大 :二 大 十 1 := mki 转 步 3; 否则 输出 计算 失败 信息 ， 
停 算 . 
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上 述 算法 称 为 寡 法 . 可 以 证 明 下 面 的 收敛 性 定理 : 
定理 8.1 设 短 阵 4 的 特征 值 可 按 模 的 大 小 排列 为 |Mi| > |Xz| > |Xa| > 
| Xu|, 且 其 对 应 特征 向 量 上 ， 避 …… ,名 线性 无 关 . 序列 {zk} 由 算法 8.1 产生 ， 站 
im 2 一 总 一 二 im TREE 二 和 ， (8.4) 


其 中 上 表示 将 5 单位 化 后 得 到 的 向 量 , max(6i) 表示 向 量 El 绝对 值 最 大 的 分 量 . 
证 ”由 算法 8.1 步 3 和 步 4 知 


由 于 zk 的 最 大 分 量 为 工 即 max(zk) =1 故 - 


7nzkTK_1 .01 一 Inax(4kzo). 


从 而 
大 天 入 大 ] 
Imax(4kzo) max{ 闪 [ae + 宇 有 (着 ) 引 } 
记 5i 十 志 6i( 产 世 
和 max { Bi6 + 三 4 导 
可 见 
。 E E 
jam 二 
维 王 4zxk-l 三 RN 
对 [me + 过 人 ( 关 ) ] 
As[6+ 瑟 A( 】) 其 
即 有 


max [pi6 + 宇 a( 关 ) 人 
IDaX as 5 立 a( 和 ) 本 


mk 一 Imax(gk) 一 Al 
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从 而 
由 
成 立 . 口 
下 面 给 出 寡 法 的 MATLAB 通用 程序 . 
e 办 法 MATLAB 程序 
和 apower .zm 


function [lambda,Vv,k]=mapower(A,x0,epsilon,max1) 
% 用 途 : 用 宕 法 求 给 阵 的 模 最 大 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 
Y 格 式 : [Lambda,v,k]=mapower(A,x0,epsilon,max1l) A 为 n 阶 方 阵 ，x0 为 
% 和 初始 向 量 ，epsilon 为 上 限 ，maxi 为 循环 次 数 ，lambda 返 回 按 模 最 大 
% 的 特征 值 ，v 返 回 对 应 的 特征 向 量 ，K 返 回迁 代 次 数 ， 
lambda=0; k=0; err=l; 
While((k<maxl)k& (err>epsilon)) 
y=A*+xj;i  [m,j]=max(abs(y)); 
m=y(j) ; x=y/m; 
err=abs(1ambda-m) ; 
lambda=m;  k=k+l; 


end 
V=X; 
例 8.1 利用 宕 法 通用 程序 mapower.m, 求 4 按 模 最 大 的 特征 值 Xi 和 对 应 的 
特征 向 量 6 其 中 
一 1 2 1 
4 = 人 工人 
1 1 -6 


解 ”在 MATLAB 命令 窗口 执行 ; 
>> As=[-1,2.1;2,-4,131.1=6]3 
>> xs=[1;1;1]; 
>> [lambda,v,k]=mapower(A,x,1e-10,100) 
lambda = 
-6.42106661402299 
V 
-0.04614548326375 
-0.37492113082845 
1.00000000000000 
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8.1 宪法 和 反 痕 法 “175 ， 


X = 
78 

8.1.2 ” 桩 法 的 加 速 技 术 

可 以 证 明 在 定理 8.1 的 条 件 下 , 算法 8.1 是 线性 收 剑 的 . 事实 上 , 设 上 充分 大 
时 , 4k*zo 的 最 大 分 量 是 它 的 第 7) 个 分 量 , 则 

4krzo 
max(4k-izo) 
所 闪 和 二 二 nmn]) 
加 对 二房 鸡 Ti 二 十 BA 
[ 放 允 (ONa 一 六 ) 外 十 … 十 本 从 -On 二 和)6n]， 
对 房 允 - 和 十. 十 瓜 -To]， ， 


mk 一 Al 一 max( 维 ) 一 和 l 一 和 1 


Al 


于 是 有 


We ao 一 和 1)62 十 8 [和 )=。 (An 一 Aue| 
本 二 Et 


人 | 
区 十 却 包 ( 关 ) s| 


和 1 
其 中 M 为 常数 . 所 以 , 当 大 一 co 时 ， 
mk 一 Al| _ MkK+HI(A2/AIT 站 | 入 
lm 一 和 | Mk(AMXAI) 和 | 














即 寡 法 的 收敛 速度 与 比值 |X/Xa| 的 大 小 有 关 , |[X/ 和 Xi| 越 小 , 收敛 速度 越 快 , 当 此 比 
值 接近 于 1 时 , 收敛 速度 是 非常 缓慢 的 . 这 一 事实 启发 我 们 , 可 以 对 和 矩阵 作 一 圆 点 
位 移 , 令 
号 = 三 泛 一 QT， 

其 中 , a 为 参数 , 选择 此 参数 可 使 矩阵 妃 的 上 述 比值 更 小 , 以 加 快 赛 法 的 收敛 速 度 . 
设 矩 阵 4 的 特征 值 为 N, Xz?,… ,Xw, 对 应 的 特征 向 量 为 6, 名，…… , 居 , 则 矩阵 吾 的 
特征 值 为 X\ - a Xa -~ a… ,nm -oa 巨 的 特征 向 量 和 4 的 特征 向 量 相同 . 假设 原 
点 位 移 后, 妃 的 特征 值 Ni - a 仍 为 绝对 值 最 大 的 特征 值 , 选择 a 的 目的 是 使 


-ol -| 各 


ze |Ai 三 dr| 和 1 (8.5) 
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适当 地 选择 a 可 使 赛 法 的 收敛 速度 得 到 加 速 . 此 时 mk 一 和 一 amk+a 一 入 ,而 
zk 仍然 收敛 于 4 的 特征 向 量 刀 . 这 种 加 速 收敛 的 方法 称 为 原点 位 移 法 . 

在 实际 计算 中 , 由 于 事先 矩阵 的 特征 值 分 布 情况 一 般 是 不 知道 的 , 参数 a 的 选 
取 存 在 困难 , 故 原 点 位 移 法 是 很 难 实现 的 . 但 是 我 们 将 会 看 到 , 在 反 罕 法 中 原点 位 
移 参 数 c 是 非常 容易 选取 的 ,因此 , 带 原点 位 移 的 反 罕 法 已 成 为 改进 特征 值 和 特 
征 向 量 精度 的 标准 算法 ， 我 们 给 出 采用 原点 加 速 技术 的 寡 法 MATLAB 通用 程序 
如 下 ; 

e 原点 位 移 鹤 法 MATLAB 程序 

%Xmapowerp , 咽 

function [lambda,v,k]=mapowerp(A,x,alpha,epsilon,max1) 

% 用 途 : 用 原点 位 移 轮 法 求 给 阵 的 模 最 大 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 

y 格 式 : [lambda,v,k]=mapowerp(A,x,alpha，epsilon,maxl) 

%A 为 n 阶 方 阵 ，x 为 初始 向 量 ，epsilon 为 上 限 ，maxi 为 循环 次 数 ， 

%alpha 为 原点 位 移 参 数 ， lambda 返 回 按 模 最 大 的 特征 值 ，v 返 回 对 

% 应 的 特征 向 量 ,k 返 回迁 代 次 数 . 

1ambda=0; k=0; erT=l; 

n=length(x); A=A-alpha+eye(n); 

while((k<maxl)&(err>epsilon)) 

y=A*x;i [四 ,j]=max(abs(y)) ; 
m=y(j) ; x=y/m; 
err=abs(1ambda-m) ; 
1Lambda=m; KX=K+l; 

end 

1ambda=1ambda-alpha; V=Xi 

例 8.2 “利用 原 表 导 共 革 坟 通 轩 扫 放 mapowerp.m, 求 4 按 模 最 大 的 特征 值 
和 和 对 应 的 特征 向 量 6l, 其 中 


ss 本 | 
4=1 2- 天 4351 |. 
2 


解 “选取 a = -2, 在 MATLAB 命令 窗口 执行 : 
>> A=[=1,2,1;2;, 一 4,1;1，15=6]; 

>> X=[1;1;1]; 

>> [lambda,v,kx]=mapowerp(A,x,-2,1le-10,100) 
Lambda = 
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-6.42106661417413 

必 珊 

-0.04614548312203 

-0.37492113109948 

1.00000000000000 

X :一 

52 
由 上 述 结果 可 以 看 出 , 在 同样 的 精度 控制 下 , 带 原点 位 移 加 速 的 圭 法 只 需要 进 

代 52 次 , 而 纯粹 的 守 法 则 需要 友人 代 78 次 ( 例 8.1). 


8.1.3” 反 朝 法 及 其 通用 程序 


设 4 可 逆 , 则 对 4 的 逆 阵 4-1 施 以 守 法 称 为 反 寡 法 . 由 于 45 = Xi 时 ,成 
立 4-16 = AT16 因此 , 若 |Ni| > |z| > … > jn > lo, 则 和 5: 是 .45 按 模 
最 大 的 特征 值 , 此 时 按 反 罕 法 , 必 有 


TTIK 一 入 ， TK 一 名 ， 
且 其 收敛 率 为 |MwWAn_i|. 在 取 初始 向 量 zo, 构造 向 量 序列 
2 三 次 2 天 三 可 二 2 (8.6) 


按 寡 法 计算 即 可 . 但 用 (8.6) 计算 , 首先 要 求 4-4 这 比较 麻烦 而 且 是 不 经 济 的 . 实 
际 计 算 中 , 通常 用 解 方程 组 的 办 法 , 即 用 
hzkii = zh， 大 三 012…， (8.7) 
求 zk+l. 为 防止 计算 机 溢出 , 实际 计算 时 所 用 的 公式 为 
| 加 一 /< (8.8) 
47k+1 一 JJK， 


反 圭 法 主要 用 于 已 知 矩阵 的 近似 特征 值 为 e 时 , 求 和 矩阵 的 特征 向 量 并 提高 特 
征 值 的 精度 . 此 时 , 可 以 用 原点 位 移 法 来 加 速 选 代 过 程 , 于 是 (8.8) 相应 为 


x 一 Tkjzklle; 后 0 2 (8.9) 
(4-aJ)zk+l 三 了 3， 


为 节省 计算 量 , 通常 先 用 列 主 元 LU 分 解 将 矩阵 4 - oa 分 解 为 下 三 角 和 矩阵 工 和 上 
三 角 矩 阵 U, 这 样 在 迭代 过 程 中 每 一 步 就 只 要 解 两 个 三 角 方 程 组 了 . 
反 察 法 的 计算 步骤 如 下 : 
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算法 8.2 ( 反 蝴 法 ) 

步 1 输入 和 矩 阵 4, 初始 向 量 zo, 近似 值 a, 误差 限 E,， 最 大 迁 代 次 数 Ni 
二 

步 3 作 列 主 元 LU 分 解 P(4 -- a7) = 工 Ui 

步 4 计算 |[zkv| = max |[zkji|, 并 旱 mm := [zh]-; 


1 所 放 站 
步 5 计算 了 z 的 新 值 : y = TH/m，ZLz = Py，UVz=2i 


步 6 车 | 鞋 - “| <e 则 于 和 一 + 二 ;输出 A z, 伴 算 ; 否则, 转 步 了 
im 大 7 
步 7 若 上 < N, 置 大 := 大 十 1 由:=m, 转 步 汪 否则 输出 计算 失败 信息 , 停 算 . 
注 8.1 (1) 在 上 述 算法 中 , 如 果 a = 0, 则 求 出 4 的 按 模 最 小 的 特征 值 . 
(2) 通常 首先 用 界 法 求 出 4 的 按 模 和 最 大 的 近似 特征 值 作为 算法 8.2 中 的 a 值 ， 
再 使 用 该 算法 对 ac 和 相应 的 特征 向 量 进 行 精确 化 . 
我 们 给 出 反 赛 法 的 MATLAB 通用 程序 如 下 : 
%ymainvp . 严 
function [lambda,v,k]=mainvp(A,x,alpha,epsilon,max1l) 
% 用 途 : 用 原点 位 移 加 速 反 四 法 求 答 阵 的 模 最 大 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 
Y 格 式 : [lambda,v,k]=mainvp(A,x,alpha,epsilon,max1) 
%A 为 荆 阶 方 阵 ，x 为 初始 向 量 ，epsilon 为 上 限 ，maxl 为 循环 次 数 ， 
%alpha 为 模 最 大 的 近似 特征 值 .lambda 返回 按 模 最 大 的 特征 值 ， 
%rw 返 回 对 应 的 特征 向 量 ，k 返 回迁 代 次 数 
lambda=0; k=0; err=1; 
mu=0.5; n=length(X) ; 
A=A-alpha*+eye(n) ; 
[L,U,P]=1u(CA) ; 
while(k<max1l) 训 (err>epsilon) 
[ 吧 ,j]=max(abs(x)) ; 
m=X(j) ; y=X./m; 
Z=LNV(P*y); X=UN\z; 
err=abs(1/m-l/mu) ; 





K=K+1; mu=mm; 
end 
lambda=alpha+1/m; 
汪汪 和 
例 8.3 ”利用 反 辕 法 通用 程序 mainvp.m, 求 4 近似 于 -6.42 的 特征 值 和 对 应 
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的 特征 向 量 , 其 中 


解 ” 注 意 到 此 处 a = -6.42, 在 MATLAB 命令 窗口 执行 : 
>> A=[-1,2,1;2,-4,1;1,1,-6]; 
>> x=[1;1;1]; alpha=-6.42; 
>> [lambda,v]=mainvp(A,x,alpha,1le-10,100) 
1ambda = 
-6.42106661430895 
TV = 
-0.04614548302620 
-0.37492113128274 
1.00000000000000 
X = 
6 


8.2 Jacobi 方法 


Jacobi 方法 用 于 求解 实 对 称 矩 阵 的 全 部 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 ， 其 数学 原 
理 如 下 : 

(1) mm 阶 实 对 称 阵 的 特征 值 全 为 实数 ， 其 对 应 的 特征 向 量 线性 无 关 且 两 两 正 交 . 

(2) 相似 矩阵 具有 相同 的 特征 值 . 

(3) 若 阶 实 矩 阵 4 是 对 称 的 , 则 存在 正 交 矩 阵 Q, 使 得 QT4Q = , 其 中 忆 
是 一 个 对 角 和 矩阵 , 它 的 对 角 元 素 Nt, X?,…… , Xn 就 是 4 的 特征 值 , Q 的 第 ;站 列 向 量 


就 是 Xi 对 应 的 特征 向 量 . 

Jacobi 方法 就 是 基于 上 述 原理 , 用 一 系列 正 交 变换 对 角 化 4, 即 逐 步 消去 十 的 
非 对 角 元 , 从 而 得 到 4 的 全 部 特征 值 . 
8.2.1 ” 实 对 称 和 矩阵 的 旋转 正 交 相似 变换 


这 里 首先 介绍 一 种 正 交 变换 , 它 是 Jacobi 方法 的 基本 工具 . 
定义 8.1 设 1& 和 i<jJ 近 mi 则 称 答 阵 


http:/ /www. shengwukx. cn[n/printing. htm 2010-12-=-1 





. 180 第 8 章 ”和 拢 阵 特征 值 问题 的 计算 
1 
1 
cos Sin 5 
si 有 (8.10) 
一 sinw coso 史 


为 人 了 平面 的 旋转 矩阵 , 或 Givens 变换 矩阵 . 
显然 , 尺 = Ri 为 正 交 矩阵, 即 RTR = 工 - 对 于 向 量 zx < R?"， 由 线性 变换 
= BRz 得 到 的 y 的 分 量 为 


钛 三 Ticos 色 十 ZiSin%， 
切 = 一 Tisin 十 ZJ CoS， (8.11) 


KE 一 了 KR， 太 天 入 


即 用 Ri 对 向 量 z 作用 , 只 改变 其 第 7 两 个 分 量 . 

由 矩阵 尺 = Ri 确定 的 正 交 变换 y = Rz 称 为 平面 旋转 变换 , 或 Givens 变换 . 
根据 (8.11) 容易 验证 , 矩阵 Rij 具有 下 列 基本 性 质 : 

定理 8.2 设 zxEeRn 的 第 7 个 分 量 zij 地 0 TS<i<Jsnm 若 令 


刀 / 


Ce 一 C080P 一 83=8Snw 三 4 
z2 十 2 V 于 十 于 


则 间 王 有 的 分 量 为 : 
一 V 了 本 了 4 二 0， (8.13) 


(8.12) 








JJ:=:Zky， 大 天 区 也 
上 述 定理 表明 , 可 以 用 Givens 变换 将 向 量 的 某 个 分 量变 为 零 元 素 . 我 们 看 下 面 








的 例子 . 
例 8.4 设 z= (-2,4,-1,3)T, 构造 Givens 变换 Ra 使 得 四 = Fo4z 的 分 量 
y4 一 0. 
解 ” 这 里 的 ;= 2, ji=4. 按 (8.12), 有 
上 革 3 3 
cm 下 和 
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8.2 Jacobi 方法 -181 . 


由 (8.30) 得 
1 
4 3 
5 5 
1 
4 4 
5 


由 于 如 = vV 和 十 3 = 5, 故 由 (8.13) 得 知 : y = Raoiz = (一 2,5, 一 1,0)T. 


下 面 我 们 来 讨论 Givens 变换 对 实 对 称 和 矩阵 的 作用 . 用 旋转 和 矩阵 尼 ; 对 实 对 称 
矩阵 4 = (aij) 天 信 作 正 交 相 似 变换 ， 所 得 矩阵 记 为 41, 即 


= R54R = (ob ) 


显然 ， 
4=(R54R5 = Ri4R5 = 4 


即 4; 仍 为 实 对 称 矩 阵 . 直接 计算 可 得 


ab) 一 = ait cos20 十 ajijsin2p 十 2aij cospsinp， 

ab) = aiisin2wp 十 ajjcos20p 一 2aijcospsin 

al) 一 af) 一 ailcos 凡 十 Gilsin 2， 下 光志 为 (8.14) 
GE 一 ab) = 一 ailsinop 十 ailcosp，1 天 不 沪 


We s at = 三 Qmail 772 1 天 友 沁 


人 三 ai) 一 aijifcos2 名 一 sin2 O) 一 (ai 一 ajj)j cospSsin %， 


不 难看 出 , 4 经 过 PR 的 正 交 相似 变换 后 , 4 的 元 素 和 4 的 元 素 相 比 , 只 有 第 守 行 ， 
第 j 行 和 第 站 列 , 第 7 列 元 素 发 生 了 变化 , 而 其 它 元素 和 4 是 相同 的 ， 
由 (8.14) 的 最 后 一 个 等 式 可 知 , 若 ai 0,， 则 可 使 适当 选取 ”% 的 值 ， 使 得 

oj 二 a0) = 0 事实 上 , 令 

aijfcos2p 一 sin2p) 一 (aoi 一 ajJ)cospsinp = 0， 
解 得 

cot2p = 55 呈 = 了 -二 <9 科 了 ， (8.15) 
在 Jacobi 方法 中 , 我 们 总 是 按 上 式 选 取 .在 实际 计算 时 , 为 避免 使 用 三 角 函 数 ， 
可 令 


ti 一 tanw,，c 一 Cosp，3 三 Sinw -se (8.16) 
2ai 
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由 (8.15) 得 
t2 十 2 必 一 1= 0. {8.17) 


方程 (8.17) 有 两 个 根 , 取 其 绝对 值 最 小 者 为 # 即 


一 CAT CD， 
二 人们 市 国 d=0， (8.18) 
0 
若 记 
1 


上 
， 8 一 Sinw = 一- 一， 8.19 
工 十 ! 到 VI1 十 友 ] 





C 一 C05 凤 三 
这 时 , (8.14) 可 写 为 


al) 一 aiic2 十 ajj52 十 2csaij， 

a 人 5 = aiis2 十 ajyc2 一 2csaij， 
0 - = al) = ca 十 sajt， 天宝 广 
a 人 一 ab = 一 si 十 cajt 天 证 让 


。- 3 aa 人 一 Qmi， 7T 天 市 力 


1 1 
a0) = 由 =0 


(8.20) 


8.2.2 Jacobi 方法 


选择 4 = 4 中 一 对 非 零 的 非 对 角 元 素 ai, ajt, 使 用 平面 旋转 和 矩阵 Rs 作 正 
交 相 似 变换 得 4,, 可 使 4 的 这 对 非 对 角 元 素 0) = aj) = 0; 再 选择 4: 中 一 对 
非 零 的 非 对 角 元 素 作 上 述 旋 转正 交 相 似 变换 得 ai 可 使 4? 的 这 对 非 对 全 全 
0. 如 此 不 断 地 做 旋转 正 交 相 似 变换 , 可 产生 一 个 矩阵 序列 4 = 4o, 4 4 
虽然 4 至 多 只 有 n(n - 1)/2 对 非 堆 非 对 角 元 素 , 但 不 能 期 望 通过 mn(mn 一 1 次 旋 
转正 交 相 似 变换 使 其 对 角 化 .因为 每 次 旋转 变换 虽然 能 使 一 对 特定 的 非 对 角 元 素 
化 为 0 但 这 次 变换 可 能 将 前 面 已 经 化 为 0 的 一 对 非 对 角 元 素 变 成 非 0. 

但 是 , 在 Jacobi 方法 中 的 每 一 步 , 比如 由 4k-; 变 成 人, 取 其 绝对 值 最 大 的 一 
对 非 零 非 对 角 元 素 , 即 取 

|aga| ER 7 ja | (8.21) 

作 旋 转 相似 变 换 , 这 时 记 旋 转 矩 阵 Rii = 及,. 后 面 将 证 明 , 这 样 产生 的 矩阵 序列 
40, 入,，… ,4k,…… 趋向 于 对 角 矩 阵 , 即 Jacobi 方法 是 收敛 的 . 


页 但， 
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在 实际 计算 中 , 可 预先 取 一 个 小 的 控制 量 = > 0, 若 成 立 
la < 5 1 了 一 , 卫 2…?， 了 和 天 旋 (8.22) 


则 可 视 4 为 对 角 矩 阵 , 从 而 结束 计算 . 4k 的 对 角 元 素 可 视 为 4 的 特征 值 . 
Jacobi 方法 也 可 以 求 4 的 所 有 特征 向 量 . 事实 上 , 由 


4 多 = 有 到 4k_iRZE 一 FRRk-i4k-2FEIRRE 三 …， 
三 有 RAR 
若 记 
(二 到 7 RR_iRR， (8.23) 
则 
4= GE4Qk- (8.24) 
这 里 ，Q 为 正 交 矩阵 . 若 4x 可 视 为 对 角 矩 阵 , 其 对 角 元 即 为 的 特征 值 , 其 第 ; 
个 对 角 元 af 对 应 的 特征 向 量 就 是 Qk 的 第 ; 列 元 素 构 成 的 向 量 . Qk 的 计算 可 与 
4 的 旋转 相似 变换 同步 进行 . 若 令 Qo = 了 工 则 
Qk = Qk-1RK. (8.25) 
若 Rk = Pi, 得 Qx 的 计算 公式 如 下 ; 
-人 
gf = 一 败 一 58 二 4 交 1 三 也 2 (8.26) 
4 罗 = 9 0， 和 mm 天 下 元 
也 就 是 说 除了 第 ii 列 元 素 发 生变 化 外 , 其 它 元 素 不 变 . 若 不 需要 计算 特征 向 量 ， 
则 可 省 略 此 步 . 
根据 上 讨论 , 可 得 Jacobi 方法 的 计算 步骤 如 下 
算法 8.3 (Jacobi 方法 ) 
步 1 输入 开 阵 4, Q = 卫 初始 向 量 7, 误差 限 E， 最 大 迭代 次 数 N, 置 大 :=1 
步 2 在 矩阵 中 找 绝对 值 最 大 的 非 对 角 元 


= |aij| = 1 axKinjoij， 


杜 了 :二 订 ) 和 : 一 条; 
步 3 按 (8.16) ~ (8.20) 式 计算 几 tc's 的 值 和 矩阵 41 的 元 素 aaDrmn 三 
1,2…. 1 人) 
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步 4 更 新 加 的 元 素 : 


:一 gii 8 
拓 qiic 十 9 全 


gj :一 一 Qi8 十 452， 


步 5 若 / 人 < es 输出 41 的 对 角 元 和 @@ 的 列 向 量 , 停 算 ; 否则 , 转 步 6. 
步 6 若 上 < N, 置 上 := 大 十 1, 转 步 2; 否则 输出 计算 失败 信息 , 停 算 . 
我 们 给 出 Jacobi 迭代 法 的 MATLAB 通用 程序 如 下 : 
Xmajacobieig .za 
function [V,D]=majacobieig(A,tol) 
% 用 途 : 用 Jacobi 迁 代 法 求实 对 称 矩阵 A 的 特征 值 和 特征 向 量 
% 格 式 : [V,D]=magauss(A,tol) ， A 为 n 阶 对 称 方 阵 ，tol 为 容许 误差 ， 
‰ 是 特征 向 量 短 阵 ，D 是 n 阶 对 角 和 矩阵 ， 其 对 角 元 为 矩阵 A 的 mn 个 特征 值 
if nargin<2,tol=1e-3;end 
[n,n]=size(A) ; 
% 初 始 化 
D=A; V=eye(n); flag=1l; 
% 计算 A 的 非 对 角 元 绝对 值 最 大 元 素 所 在 的 行 t 和 列 
[wl,p]=max(abs(D-diag(diag(D)))); 
[w2 ,q]=max(wl); p=p(q) ; 
While(flag==1) 
d=(D(q,q)-D(P,p))V(2*D(P,q)); 
%t=sign(d)/(abs(d)+sqrt(1+d~2)) ; 
if(d>0) 
t=-d+sqrt(d~2+1); 
else if(d<0) 
t=-d-sqrt(d~2+1) ; 
elSse 
七 =1; 
end 
end 
c=1/sqrt(t“2+1);  S=Ct# 七 ; 
R=[c s; -8 c]; 
D([p q] ,:)=R:*D([P q] ,:); 
D(:,[P q])=D(:,[p q])*Ri 
V(:,[pP q])=V(:,[P q] )*Ri 
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[wl,P]=max(abs(D-diag(diag(D)))); 
[w2,q]=max(wl); p=p(q); 
if (abs(D(D,q))<tol*sqrt(stumkdiag(D) .~2)Vna)) 
Lag=0; 
end 
end 
D=diag(diag(D)); 
. 例 8.5 利用 Jacobi 选 代 法 通用 程序 majacobieig.m, 求实 对 称 矩 阵 4 的 全 部 
特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 , 其 中 
道人 
7 


9 
不 二 让 .2.5 
1 4 


解 ” 在 MATLAB 命令 窗口 执行 : 

>> AhA=[321;254; 147]; 

>> [V,D]=majacobieig(A,1e-5) 

V = 
0.7765 -0.5749 0.2580 
0.3258 0.7167 0.6166 
-0.5394 “ -0.3947 0.7438 


D = 
3.1444 0 0 
0 1.1930 0 
0 0 10.6625 


8.2.3 ”Jacobi 方法 的 收敛 性 
我 们 现在 来 证 明 Jacobi 方法 的 收敛 性 . 记 实 对 称 和 矩阵 4 的 非 对 角 元 素 的 平方 


和 为 
5(4) = 》 oo: {8.27) 
汪 
设 hk+l = R54kRE, 则 由 (8.20) 不 难 验证 

S(4k+i) = SC4x) 一 2[o 罗 ] (8.28) 
即 经 过 这 种 正 交 相 似 变换 后 ,4x+1 的 非 对 角 元 素平 方 和 减少 了 2[of]2. 同时 , 容 

易 验 证 
[alrD] ?+ [alt = [ao 名] + [o 的 +2[o0] (8.29) 
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即 对 角 元 素 的 平方 和 增加 了 2[a 人 六)]2. 若 在 Jacobi 方法 中 , 每 次 旋转 正 交 相 似 变换 
使 4 的 绝对 值 最 大 的 非 对 角 元 素 化 为 0, 则 成 立 以 下 定理 ; 
定理 8.3 “ 记 实 对 称 矩 阵 4 = 4o, 若 在 Jacobi 方法 中 , 每 次 旋转 正 交 相似 变 
换 使 4k 的 绝对 值 最 大 的 非 对 角 元 素 化 为 0, 则 得 到 的 矩阵 序列 {4k} 趋向 于 对 角 
矩阵 . 
证 设 4 妈 的 绝对 值 最 大 的 非 对 角 元 素 为 0， 故 有 
[人 -> 让 7 六 4 


用 旋转 正 交 相 似 变换 将 其 化 为 0, 得 4k+l, 此 时 


5S(4k+1)=5S(4k) 一 。 和 5(4k) 一 CR 
k+1 
mm -了 SUns [=-- 二 S(4). 
由 于 
区 
见 (人 作 一 1) 给 
所 以 
im S(4k+1) = 0， 
即 4x+1 趋向 于 对 角 和 矩阵, 故 Jacobi 方法 是 收敛 的 . 口 
-8.3 QR 方法 
QR. 方法 用 于 求 一 般 矩 阵 的 全 部 特征 值 ， 是 目前 最 有 效 的 方法 之 一 . 本 节 就 实 
矩阵 的 情形 进行 介绍 . 


8.3.1 Householder 变换 

定义 8.2 设 uw 是 |.x1 向 量 , 满足 VTu=1, 令 百 = 工 -20vT, 则 称 瑟 为 
Householder 矩阵 ， 又 称 为 初等 反射 阵 . 

根据 上 述 定义 , 容易 看 出 


HT=(T-2uo7)T=T--2uu7 = 万 ， 


且 
末 BT = 五 末 =(T- 2ooT)(T 一 2ooT) =T 工 -4ovT +4u(uiu)oT = 也 


故 互 是 对 称 正 交 阵 . 
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定理 8.4 设 z, 2 是 两 个 不 相等 的 维 列 向 量 , 且 满足 zllz = lyll>,， 则 存在 
一 个 Householder 和 矩 阵 克 , 使 得 互 z = 三 外 
证 令 v=(z- 贡 / 川 z- 如 2, 则 有 Householder 矩阵 


从 二 和 人 有 
lz 一 中 2 


于 是 

2 他 二 y)(zI 一 3 局 寺 二 切 (zTZ 二 1 
lz 一 2 人 lz 一 引 2 

注意 到 llz -y 必 = (z- 7(z- 儿 =2(zTrz 一 yz), 故 瑞 z=z 一 (一 几 = 人 口 
推论 8.1 设 z 是 7 维 列 向 量 , a = 十 lzl2， 且 z 夫 -ael， 则 存在 一 个 

Householder 矩阵 


DZz=I 一 2 


和 


五 = 了 工 一 2 人 人 = 了 一 pluuT， (8.30) 
使 得 
五 zZ = 一 GE1， 
其 中 el = (10,…… ,0)T, = 工 十 aely P = ul272. 


下 面 讨论 推论 8.1 中 参数 a 符号 的 取 法 . 设 z = (zlz2……,zn) 开 关 0i= 


(ta,tu2…: :3 则 
4 一 轴 十 Qel 三 (zl 十 QZ2)… 昌 
1 1 
参 .到 椰 lu 一 zl 十 a)2 十 Z2 十 …: 十 z2] = 一 al(a 十 Zl). 


由 上 式 可 以 看 出 , 如 果 u 与 zi 异 号 , 则 计算 zi +a 时 有 效 数字 可 能 会 损失 , 故 取 a 
与 xl 有 相同 的 符号 , 即 取 a = sgn(zi)llzll>, 其 中 


思 Z>.0， 
sgn(Z) 站 0， 27 三 (0， 
二 信人 筷 


下 面 给 出 Householder 矩阵 变换 的 MATLAB 通用 程序 . 
e@ Householder 答 阵 变换 的 MATLAB 程序 
Xhouseh .m 
function H=househ(Xx) 
%Y 用 途 : 对 于 向 量 x, 构 造 Householder 变 换 短 阵 H, 使 得 Hx=(*,0,...,0)， 
YX 格 式 : function H=househ(x) x 为 输入 列 向 量 ， 
YyH 返 回 Householder 变 换 和 矩阵 
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于 仑 
n=1length(x) ; 
I=diag(ones(1,n)); 
sn=sign(x(1)); 


if sn==0 sn=1; end 
Z=Xx(2:D) ; 
if norm(Z,inf)==0 
H=I; return; 
end 
a=SD#+DOorm(X,2) ; 
U=Xi 
u(l1)=u(1)+aji 
rho=a#k(a+Xx(1)); 
H=I-1.0/rho*u#u ; 
例 8.6 ”利用 Householder 变换 通用 程序 househ.m, 将 列 向 量 z = (2,1, 一 3， 4)T 
的 后 三 个 分 量化 为 零 . 
解 ” 在 MATLAB 命令 窗口 执行 ; 
闪 :Zemf2 1 -3 4]); 
>> H=househ (x) ; H#x 
angs = 
-5.4772 
0 
0 
0 


8.3.2 ”化 一 般 矩 阵 为 拟 上 三 角 和 矩阵 


在 用 QR 方法 求 矩 阵 特征 值 时 , Householder 矩阵 有 两 个 作用 : 一 是 对 4 作 正 
交 相 似 变换 , 把 4 化 为 拟 上 三 角 矩 阵 ; 二 是 对 和 矩阵 作 正 交 三 角 分 解 . 人 
阵 是 指 次 对 角 线 以 下 的 元 素 全 为 零 的 矩阵 , 即 


我 们 首先 讨论 把 4 化 为 拟 上 三 角 和 矩阵 , 设 4:=4= (ag)) 是 m 阶 实 方 阵 , 取 
z 二 (0,a 外 ,an)T, 记 aa =a=sgn(zz)|zll2， 则 由 推论 8.1 构造 Householder 和 拖 
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8.3 QR 方法 . 189， 
阵 
1 0 
如 :三 本 
0 # 站 
使 得 
万 1z 一 Cl1e2. 
所 以 页 4; 的 第 1 列 为 
(JJ) 
0 7 oo 
Q 0 0 Q 
万 1 本 =Dir+ 了 有 。 一 Q162 十 。 一 
ad) 0 0 0 
因为 用 丈 ; 右 乘 一 个 矩阵 不 改变 该 矩阵 的 第 1 列 , 于 是 
呈 , 唱 …… 吧 
= 
4 = 邦 4 肌 =| 0 史 a 史 
0 a 人 3 oa 名 
再 取 z = (0,0,a 和 名,…… ,a)T, 记 aa = a = sgn(z3)|lzlla, 构造 盏 2 为 
人 0 
人 FF 和 0 0 
万 > 一 0 0 宗 率 4 
0 全 替 
使 得 
27 一 Q2C3， 
所 以 王 42 的 第 1 列 与 4 的 第 1 列 相同 , 而 妃 242 的 第 2 列 变 为 
虽 虽 、 1 虽 
a2) oa aG) 
27r 十 五 2 0 一 Q263 十 0 一 Q2 
0 0 0 
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而 用 瓦 2 右 乘 一 个 矩阵 不 改变 该 矩阵 的 第 1 列 和 第 2 列 , 于 是 


定 ET 本 
CN 
1 区 
43 一 五 242 万 2 一 0 0 章 D le。 末 
0 0 率 v 。。。， 本 


这 样 下 去 , 经 过 - 2 次 变换 后 ，4; 就 化 为 拟 上 三 角 阵 4, 1, 即 
4 1 三 万 "2… 万 214172 五 -2 


Ql 了 本 
02 未 来 本 
9 Q3 “本 水 
3 芝 
如 果 4; 是 对 称 和 矩阵 , 则 4。; 仍 是 对 称 矩 阵 , 此 时 4,_1 将 是 对 称 三 对 角 和 矩阵: 
六 伍 
Q1 Q2 
Q2 本 03 
4 如 -1 二 Q3 北 
Qnm 一 1 
RE 


下 面 给 出 将 矩阵 4 化 为 拟 上 三 角 和 矩阵 的 MATLAB 通用 程序 . 
@。 化 短 阵 4 为 拟 上 三 角 和 矩阵 的 MATLAB 程序 

%hessen , 攻 

function A=hessen(A) 

%Y 用 途 : 用 Householder 变 换 化 甜 阵 A 为 拟 上 三 角 阵 . 

% 输 入 : na 阶 实 方 阵 A 

Y 输 出 : A 的 Hessenberg 形 

Y 调 用 函 教 : househ .m 

[n,n]=size(A) ; 

for k=1: (n-2) 
X=A(k+l:Dn,k) ; 了 =househ(x) ; 
A(k+1l:n,1:n)=H+A(k+l:n,l:n)i; 
A(1:n,Kk+l:mn)=A(C1T:D,k+l:Dn)#+ 了 ; 


end 
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例 8.7 ”利用 通用 程序 hessen.m, 将 下 列 给 阵 化 为 拟 上 三 角 撼 阵 : 
1 的 


3 .31 一 
人 
3 


解 ”在 MATLAB 命令 窗口 执行 : 

>> A=[1234; 3412;4123;2341])， 

>> A=hessen(A) 

下 王 
1.0000 -4.8281 2.1574 1.0175 
-5.3852 6.2759 -1.7979 0.5586 
-0.0000 “” -3.0838 -1.4804 -0.9560 
-0.0000 ” -0.0000 -0.7703 2.2046 


8.3.3 ”和 矩阵 的 正 交 三 角 分 解 
设 40=4= (ab)) 是 m 阶 实 方 阵 , 取 z= (c 旬 je 旺 玉 汝 二 )T, 记 
aa = 一 a=Sgn(Zl)|zl2， 


构造 Householder 矩阵 责 , 则 


a1 al Qln 

RE 

4G) = AOD 二 和 小 
了 


再 取 z = (0,a 名 ,aa 人 ), 记 az = a = sgmi(z2)llzl2, 构造 了 ouseholder 天 阵 *， 
则 


二 
0 om 
4(G) = BA4(2) = 1 二 ae 本 a 吕 ) 
0 
经 过 - !1 次 变换 后 ，40) 被 化 为 上 三 角 阵 4(m): 
窜 息 ， 序 中 二 -ES 
CQ2 素 帮 
4m) = 瓦 _ 1 刀 24OD = G3 


2010-12-1 


页 何 ，17/1 


. 192 . 第 8 章 ”和 扼 阵 特征 值 问题 的 计算 





记 Q= 而 更 :Bi 下 =4o07 则 有 
4= 古 TLB71.: 古 5 尼 = 瑞 I 有 .1 及 =QR. 
因为 Q 是 正 交 矩 阵 瓦 (it = 1,2,… ,一 1) 的 乘积 , 故 也 是 正 交 和 矩阵, 尺 是 上 三 角 
矩阵 , 这 种 分 解 称 为 正 交 三 角 分 解 , 也 叫 QR. 分 解 . 
8.3.4 基本 QR. 方法 及 其 通用 程序 


现在 我 们 来 介绍 求 一 般 方 阵 全 部 特征 值 的 QR 方法 . 令 4; = 4, 对 4 作 QR 
分 解 : 
4i = QiRl， 


然后 令 4 = RiQi, 再 对 42 作 QR 分 解 : 


42 = Q2R2， 
并 令 43 = Ra2Q2, 这 样 下 去 就 得 到 一 个 矩阵 序列 {4kj}, 其 产生 过 程 可 概述 如 下 : 
4 = 4， 
3 (8.31) 
4k+i 和 kQk 


容易 证 明 , 4k+i 与 4k 相似 , 故 {4k} 有 相同 的 特征 值 . 

在 一 定 条 件 下 , {4x*} 本 质 上 收 系 于 上 三 角 矩 阵 (或 分 块 上 三 角 阵 ), 若 它们 收 
伍 于 上 三 角 阵 , 则 该 上 三 角 阵 的 对 角 元 就 是 原 矩 阵 4 的 全 部 特征 值 ; 若 收敛 于 分 块 
上 三 角 阵 , 则 这 些 分 块 矩 阵 的 特征 值 值 也 就 是 4 的 特征 值 . 

由 于 当 4 为 一 般 的 实 矩阵 时 ,{4x} 的 收敛 速度 较 慢 , 故 在 QR. 方法 的 实际 应 
用 中 , 通常 先 将 4 化 为 相似 的 拟 上 三 角 阵 , 再 求 特 征 值 以 加 快 收敛 速度 . 它 的 计算 
过 程 如 下 : 

算法 8.4 ( 基本 QR 方法 ) 

步 1 输入 答 阵 4E Rnxni 

步 2 初始 化 : 4i 为 4 的 拟 上 三 角形 和 矩 阵 ; 

步 3 迭代 过 程 : 对 于 大 = 1,2,…. 

(1) 4 一 QkRk (QR 分解)， 
(2) 4kfi = QIT4kQk = RkQk ( 正 交 相 似 变换 ). 

下 面 给 出 基本 QR. 方法 的 MATLAB 通用 程序 . 

e。 基本 QR 方法 MATLAB 程序 
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8.3 _ QR 方法 “193 ， 
yaqralg.m 


function [iter,D]=qralg(A) 
% 用 途 : 用 基本 QR 算 法 求实 方 阵 的 全 部 特征 值 . 
% 输 入 : 阶 实 方 阵 A 
YX 输出 : 选 代 次 数 iter，A 全 部 特征 值 D 
Y 调 用 函数 : hessen.m，qrtran.Z@E，eig-- 仅 用 于 1,2 矩 阵 
ep=0.5*1le-4; [mn,n]=size(A) ; 
D=zeros(1,n) ; i=n;i m=Dn;i iter=0; 初始 化 
A=hessen(A) ; .YX% 化 矩阵 A 为 Hessenbeg 形 
% 用 基本 QR 算 法 进行 选 代 
While(n>0) 
if m<=2 
la=eig(A(1:m,1:m)); D(1:m)=1a:; break; 
end 
iter=iter+1l; 
A=qrtran(m,A) ; % 对 A 的 左上 角 的 m 阶 对 角 块 作 QR 变 换 
for k=m-1:-1:1 
if abs(A(k+l1,k))<ep 
if m-k<=2 
1a=eig(A(k+1:Z,k+fl:m)) ; 
j=i-m+k+l; D(j:i)=1a?; 
i=j-1; m=k;i break; 
end 
end 
end 
end 
%qrtran . 咽 
function A=qrtran(m,A) 
% 功 能 : 对 矩阵 A 的 左上 角 的 a 阶 对 高 疾 作 8R 变 换 : 先 用 Givens 变 换 作 
%QR 分 解 A=QR, 再 作 相 似 变换 A:=Q'AQ=RQ . 
Y 输 入 : Dn 阶 HessenbergA， 其 中 A(m+1l,m)=0,m>2， 
Y 输 出 : 变换 后 的 Hessenberg 形 矩阵 A. 
Qq=diag(ones(1,m) ) ; 
for i=1:z-1 
Xi=A(i,i);i Xk=A(i+l,i); 
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. 194 . 第 8 章 矩阵 特征 值 问题 的 计算 
If Xk7=0 
d=sqrt(xi~2+Xk~2) ; E=xi/di 岂 


S=Xk/d;i J=[c，s;-s,c]; 
A(i:i+l,i:m)=J# 上 (ii+l,i:m); 
Q(1:m,i:i+l)=Q(1:z, 工 :II+1) 本 J ; 
end 
end 
A(C1:m,1:m)=A(CL:m,1:m)*Q; 


例 8.8 “利用 通用 程序 qralg.m, 求 下 列 短 阵 的 全 部 特征 值 : 


和 
| 
扣 若 下 
讶 下 


一 下 -全 下， 证 
人 
人 


解 ”在 MATLAB 命令 窗口 执行 : 
>> A=[3234567it1l23456;2891234r-429 1l113158 
-1 =<2 -3 -1 -1 ~1 -1 86.28413.415 8 2: -2 -3 -4 -5 -3 -3]; 
>> [iter,D]=qralg(A) 
iter = 
537 


D = 
18.4123 11.1805 1.7100-4.2522i 1.7100+4.2522i 


4.4982 -2.2327 “ -0.2783 


习 题 8 
( 工 ) 理论 分 析 题 
8.1 用 委 法 求 矩 阵 
1 :3 办) 
及 三 --2 0 5 
6 ---3 6 
按 模 最 大 的 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 . 
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习 题 8 . 195 ， 
8.2 用 靠 法 求 矩 阵 
人 
了 
六 
按 模 最 大 的 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 . 
8.3 已 知 和 矩阵 


有 一 个 近似 特征 值 X = 3.41, 用 反 革 法 求 对 应 的 特征 向 量 , 并 改进 特征 值 的 精度 . 
8.4 用 Jacobi 方法 求 矩阵 


加 
上 
一 
己 N 一 
ma 
已 
amaee 


的 全 部 特征 值 与 特征 向 量 . 
8.5 用 Jacobi 方法 求 和 矩阵 


的 全 部 特征 值 与 特征 向 量 . 
8.6 ”用 镜面 反射 变换 求 和 矩阵 


的 QR 分 解 . 
8.7 设 4 为 xn 实 对 称 和 矩阵, 其 特征 值 排序 为 Mk; > Xa > … > Xn, 对 应 的 特征 向 量 
zl,z2,…' ,Zn 组 成 标准 正 交 组 , 即 (zi, zj) = bj, 证 明 : 和 


(1) Mn < (Chziz) < Ni 对 Vz 关 0zeRni 





(z,Z) 
(4z,z) (4r,z) 
(生生 瑞 2 (7 T) ， CR zz#0 (Z,T) 


8.8 设 4 为 实 对 称 和 矩阵 , {4x} 是 按 算法 8.3 (Jacobi 方法 ) 产生 的 矩阵 序列 , 记 


我 


S(4 中 二 [oa 史 ]”， 


ftT=1 
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es 


证 明 : 
dim 3S(4x) 二 站 
8.9 设 4 为 mxnm 非 奇异 实 矩 阵 , 其 QR 分 解 为 4= QR. 记 4= RQ, 证 明 : 
(1) 若 4 对 称 , 则 下 也 对 称 ; 
(2) 车 4 是 拟 上 三 角 和 矩阵, 则 二 也 是 拟 上 三 角 和 矩阵 ，. 
8.10 设 
下 人 (4ii)jasxs Osx2 】 
Oaxa (422)2x2 
又 设 N 为 4i 的 特征 值 ， 和 为 42az 的 特征 值 , zi 一 (aayaaas)T 是 4 对 应 于 Xi 的 特征 向 
量 , Wi = (Bi,Bo)T7 是 4 对 应 于 Xi 的 特征 向 量 . 求证 : 
(1 X，N 为 4 的 特征 向 量 ; 
(2) 元 三 (aa aaas;0,0)T 是 上 对 应 于 入 的 特征 向 量 ， 坟 2 (0， 0,0,B ,Bo)5 是 | 对 应 
于 Xi 的 特征 向 量 . 


(I) 上 机 实验 题 
8.1 编制 守 法 的 MATLAB 程序 ， 计算 下 列 矩 阵 按 模 最 大 的 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 : 


NE -3 1 0 
() “-( 一 1 | (2) -| 1 ) 一 3 时 | 
本 0 -3 4 
8.2 ”已 知 矩阵 
二 上 3 
(; 一 4 
1 1 一 6 


有 一 个 近似 的 特征 值 < -6.42, 用 反 寡 法 编制 MATLAB 程序 计算 相应 的 特征 向 量 ， 并 改进 特 


征 值 的 精度 . 
8.3 用 Jacobi 方法 编制 MATLAB 程序 ， 计算 下 列 矩 阵 的 全 部 特征 值 : 
7 


3 -2 一 4 2 1 
由 4=| -2 6 一 2 OO) = 1 
-4 -2 3 全 


8.4 用 基本 QR. 方法 编制 MATLAB 程序 ， 计算 下 列 矩 阵 的 全 部 特征 值 : 


人 0 2 
() | 随 区 (2) 互 = 六 的 
一 站 


产后 与 己 
呈 己 避 


1 
3 
0 
2 
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附录 一 数值 实验 


数值 实验 是 “数值 分 析 ” 或 “计算 方法 ”课程 中 不 可 缺少 的 组 成 部 分 . 通过 对 
典型 算法 的 数值 实验 , 能 有 效 地 回顾 相应 章节 的 主要 内 容 , 加 深 对 实验 所 涉及 的 基 
本 理论 和 方法 的 理解 , 以 及 对 相关 数值 算法 的 优 缺 点 和 使 用 范围 的 进一步 了 解 . 

每 个 数值 实验 都 应 该 以 实验 报告 的 形式 完成 .每 个 实验 者 应 以 认真 的 态度 来 
对 待 每 个 实验 , 实验 之 前 要 进行 必要 的 实验 准备 工作 , 并 选用 一 种 计算 机 语言 ( 推 
荐 使 用 数学 软件 MATLAB), 独立 完成 算法 的 程序 编制 和 调试 , 并 在 计算 机 上 实现 
或 演示 实验 结果 . 值得 指出 的 是 , 实验 结果 分 是 数值 实验 的 重要 环节 , 获得 实验 结 
果 , 并 不 意味 着 该 实验 的 结束 , 还 需要 对 实验 结果 进行 认真 的 分 析 . 只 有 这 样 , 才能 
对 实验 的 目的 和 方法 获得 进一步 的 理解 , 才能 对 该 实验 的 重要 性 获得 全 面 而 充分 的 
认识 . 


A.1 数值 实验 报告 的 格式 


做 数值 实验 , 做 好 实验 报告 是 必要 的 . 每 个 数值 实验 都 应 该 以 实验 报告 的 形式 
完成 . 那么 , 一 个 完整 的 数值 实验 报告 应 包括 哪些 内 容 昵 ? 粗略 地 说 , 它 应 该 由 以 
下 几 个 部 分 组 成 : 实验 目的 、 实 验 题目 、 实 验 原理 与 基础 理论 :实验 内 容 、 实 验 结 
果 和 实验 结果 分 析 . 换言之 , 一 份 完整 的 数值 实验 报告 , 应 该 包括 数据 准备 、 基 础 理 
论 、 实 验 内 容 与 方法 , 最 终 要 对 实验 的 结果 进行 必要 的 分 析 , 以 期 达到 对 算法 基本 
原理 的 感性 认识 , 进一步 加 深 相 关 算 法 的 效用 和 使 用 范围 的 全 面 理解. 











实验 报告 格式 如 下 : 
实验 报告 
专业 年 级 班级 学 号 “2 这 和 钙 和 2 
一 、 实 验 目的 
( 写 清楚 为 什么 要 做 这 个 实验 , 其 目的 是 什么 , 做 完 这 个 实验 要 达到 什么 结果 ， 
实验 的 注意 事项 是 什么 等 .) 
二 、 实 验 题目 


(填写 实验 题目 .) 
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198 附录 一 ”数值 实验 
三 、 实 验 原理 
(将 实验 所 涉及 的 基础 理论 、 算 法 原理 详尽 列 出 ,) 


四 、 实 验 内 容 
( 列 出 实验 的 实施 方案 、 步 驮 、 数 据 准备 、 算 法 流程 图 以 及 可 能 用 到 的 实验 设 
备 (硬件 和 软件 ). ) 


五 、 实 验 结果 
(实验 结果 应 包括 试验 的 原始 数据 、 中 间 结 果 及 最 终结 果 ， 复杂 的 结果 可 以 用 
表格 或 图 形 形 式 实现 , 较为 简单 的 结果 可 以 与 实验 结果 分 析 合并 出 现 .) 


六 、 实 验 结果 分 析 
(对 实验 结果 进行 认真 的 分 析 , 进一步 明确 实验 所 涉及 的 算法 的 优 缺点 和 使 用 
范围 . 要 求实 验 结果 应 能 在 计算 机 上 实现 或 演示 , 由 实验 者 独立 编程 实现 , 程序 清 


单 以 附录 的 形式 给 出 . ) 
A.2 数值 实验 
实验 一 ”线性 方程 组 迭代 法 实验 
1. 和 迭代 法 的 收敛 速度 


实验 题目 ; 用 迭代 法 分 别 对 ”= 20, mn = 200 解 方程 组 4r = 瓜 其 中 


1 
人 


二 


必 < 
| 

co1 王 CI 
| | 
1 亚 避 | 于 
grl 一 


cl 严 … 


| ws 
cn rr 亚 co1 王 、 


一 二 一 一 
5 3 孜 习 天 


(0D 选取 不 同 的 初 值 zy 和 不 同 的 右 端 向 量 给 定 迭 代 误 差 , 用 两 种 选 代 法 计 
算 , 观测 得 到 的 迭代 向 量 并 分 析 计算 结果 给 出 结论 ; 
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A.2 数值 实验 . 199 . 





(2) 取 定 初 值 zo 和 右 端 向 量 六 , 给 定 迭 代 误 差 , 将 4 的 主 对 角 元 成 倍 放大 , 其 
余 元 素 不 变 , 用 Jacobi 迭代 法 计算 多 次 , 比较 收敛 速度 , 分 析 计 算 结 果 并 给 出 结论 . 


2. SOR. 和 迭代 法 松弛 因子 的 选取 
实验 题目 : 用 逐次 超 松弛 (SOR) 友 代 法 求解 方程 组 4z = 岂 其 中 


12 :一 2 1] T1 5 
了 2 

1 “一 2，12 一 和 0 江 T3 5 

玫 一 昌 ， * 中 : de 

1 ;一 2 .12 一 2- 1 TI198 5 

1 -2 12 一 2 T199 5 

1 一 2 12 T200 5 


(1) 给 定 和 迭代 误差 , 选取 不 同 的 超 松弛 因子 w > 1 进行 计算 , 观测 得 到 的 近似 


解 向 量 并 分 析 计 算 结 果 , 给 出 你 的 结论 ; 
(2) 给 定 和 迭代 误差 , 选取 不 同 的 低 松弛 因子 w < 1 进行 计算 , 观测 得 到 的 近似 


解 向 量 并 分 析 计算 结果 , 给 出 你 的 结论 . 


实验 二 ”线性 方程 组 直接 实验 


1. 高 斯 消去 法 选 主 元 的 必要 性 
实验 题目 一 : 用 列 主 元 法 求解 线性 方程 组 


0.001 “2.000 3.000 ZI 1.000 
一 2.000 1.072 5.643 T2 3.000 | . 
一 1.000 3.712 4.623 T3 2.000 


实验 题目 二 : 分 别 用 列 主 元 法 和 顺序 高 斯 消去 法 求解 下 面 的 线性 方程 组 ; 分 析 


对 结果 的 影响 : 
03pbcl0-14 59142 3 工 ZX1 51.97 
1 2 1 1 人 2 
11.2 9 5 2 T3 1 
5.291 一 6.13 -1 2 T4 46.78 
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2. LU 分 解 的 优点 
实验 题目 : 给 定 矩 阵 4 和 向 量 凡 
人 刀 一 1 :和 2 1 0 
也 3 2 0 
湖 一 -4 基站 
有 兄 一 】 0 
刀 1 


(1) 求 4 的 LU 分解,m 的 值 自己 确定 ; 
(2) 利用 4 的 IU 分 解 求解 下 列 方程 组 
(a)- 4 三 b， (bj) 42z 三 交 (cj) sz 三 凡 
对 方程 组 (c), 若 先 求 LU = 43, 再 解 (CU)z =， 有 何 缺 点 ? 
3. 追赶 法 的 优点 
实验 题目 : 用 追赶 法 分 别 对 mn = 10, n = 100; 一 = 1000 解 方程 组 4z = 忆 其 中 


站 全 和 6 
-1 4 一 | 5 
涛 二 人 5 一 
一 4 一 1 5 
到 5 


再 用 LU 分 解法 解 此 方程 组 , 并 对 二 者 进行 比较 . 


实验 三 ”插值 法 与 拟 合 实验 


1. 插值 效果 的 比较 
实验 题目 : 将 区 间 [5,5] 10 等 份 , 对 下 列 函 数 分 别 计算 插值 节点 zk 的 值 ， 进 
行 不 同类 型 的 播 值 , 作出 插值 函数 的 图 形 并 与 y = fl(z) 的 图 形 进行 比较 : 、 
1 2 


下 lz) = arctanZ; JI(z) = 4 


fz) = 


(1) 做 拉 格 朗 日 插值 ; 
(2) 做 分 段 线性 插值 ; 
(3) 做 三 次 样 条 插值 . 


17/1 
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2. 拟 合 多 项 式 实验 
实验 题目 : 给 定数 据点 如 下 表 所 示 : 


2 一 1.5 一 1.0 一 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 
吹 一 4.45 一 0.45 0.55 0.05 一 0.44 0.54 4.55 


分 别 对 上 述 数据 作 三 次 多 项 式 和 五 次 多 项 式 拟 合 ， 并 求 平方 误差 ,作出 离散 函数 
(zi, 丰 ) 和 拟 合 函数 的 图 形 . 


实验 四 “数值 微 积分 实验 


1. 复 化 求 积 公 式 计算 定 积分 
实验 题目 : 用 复 化 梯形 公式 、 复 化 辛普森 公式 、 龙 贝 格 公式 求 下 列 定 积分 , 要 
求 绝对 误差 为 = = 0.5 x 10-8s, 并 将 计算 结果 与 精确 解 进 行 比较 : 
人 ec 22xordz (2) mn6= 三 4 
二- ， 


7T2 
2. 比较 一 阶 导数 和 二 阶 导 数 的 数值 方法 
实验 题目 : 利用 等 距 节点 的 函数 值 和 端点 的 导数 值 , 用 不 同 的 方法 求 下 列 函 数 
的 一 阶 和 二 阶 导 数 , 分 析 各 种 方法 的 有 效 性 , 并 用 绘图 软件 绘 出 函数 的 图 形 , 观察 
其 特点 . 
1 5 


( 切 三 二 二 到， ZE [0,2]， (2) 7= 6-3 -也 E[ 一 2.5, 一 0.5]. 





实验 五 “ 常 微 分 方程 求解 实验 


1. 解 初 值 问题 各 种 方法 比较 
实验 题目 : 给 定 初 值 问题 


其 精确 解 为 y = zfer 一 e), 按 
(1) 欧 拉 法 , 步 长 疡 = 0.025, 户 = 0.1; 
(2) 改进 欧 拉 法 , 步 长 = 0.05, 尹 = 0.01; 
(3) 四 阶 标准 龙 格 - 库 塔 法 , 步 长 = 0.1; 
求 在 节点 zs = 1+0.kK = 1,2,2: ,10) 处 的 数值 解 及 误差 ; 比较 个 方法 的 优 缺 点 ; 


17/1 
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2. 常 微 分 方程 性 态 和 龙 格 - 库 塔 法 稳定 性 
实验 题目 : 给 定常 微分 方程 初 值 问 题 


dz 


RE 0<z<1， 
(0) = 1， 


其 中 -50 和 入 < 50. 

要 求 : (1) 对 参数 和 取 不 同 的 值 , 取 步 长 六 = 0.01, 用 四 阶 经 典 龙 格 - 库 塔 法 计 
算 , 将 计算 结果 画图 比较 , 并 分 析 相 应 的 初 值 问题 的 性 态 ; 

(2) 取 参 数 》 为 一 个 绝对 值 较 小 的 负数 和 两 个 不 同 的 步 长 六 一 个 步 长 使 \, 珍 
在 经 典 龙 格 - 库 塔 法 的 稳定 域内 , 另 一 个 在 稳定 域外 , 分 别 用 龙 格 - 库 塔 法 计算 并 比 
较 计算 结果 , 取 全 域 等 距 的 10 个 点 上 的 计算 值 . 


3. 刚性 方程 计算 
实验 题目 : 给 定 刚性 微分 方程 
人 到 = 一 600y 十 1199.8e- az 一 600，0<z 志 5 
(00) = 2， 


其 精确 解 为 y(z) = e-so0zr + 2e-01z - 1. 任 选 一 显 式 方法 , 取 不 同 的 步 长 求解 , 并 
分 析 计 算 结 果 . 


实验 六 非 线性 方程 求 根 实验 


1. 迭代 函数 对 收敛 性 的 影响 


实验 题目 : 用 简单 迭代 法 求 方程 flz) = 3za - 4z 二 1= 0 的 根 . 
方案 一 ”化 方程 为 等 价 不 动 点 方程 


沁 王 V 全 有 wpP(Z)， 
取 初 值 zo = 0.5, 迭代 8 次 . 


方案 二 ”化 方程 为 等 价 方程 


3z3+1 
一 二 oz) 


取 初 值 zo = 0.5, 迭代 8 次 , 观察 其 计算 结果 , 并 加 以 分 析 ， 
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2. 初 值 的 选择 对 收敛 性 的 影响 
实验 题目 ， 用 牛顿 法 求 方程 flz) = za +z-1=0 在 z=0.5 附 近 的 根 . 
方案 一 “使 用 牛顿 法 并 取 初 值 ro = 0.5, 由 
， F(zA 


TZk+I 三 了 Jk 一 广 (zk] 





得 
3 3 
| 十 区 | 22k 十 1 
2 
迭代 6 次 . 


方案 二 ” 取 初 值 zo = 0.0, 使 用 同样 的 公式 


人 /着 硕 =1 2ok++l 
和 


迭代 6 次 . 观察 并 比较 计算 结果 , 分 析 原 因 。. 
3. 几 种 经 典 算法 的 比较 


实验 题目 : 求 方程 flz) = z3 -~ cosz -5z -1= 0 的 全 部 根 . 
方案 一 ”用 牛顿 法 求解 : 


(zhb) Z8 一 cosZK 一 5zk 一 1 
Zhi 三 了 一 一 2 一 ， 
DT 


方案 二 ”用 简单 迭代 法 求解 
TZk+1l 三 六 cos2ZKk 十 5ZK 十 1; 


方案 三 “用 艾 特 肯 迭 代 加 速 法 求解 : 


从 :二 (zk)， 2 二 pr)， 


下 2 
(0w 一 的) 二 二 
zk 一 2 十 2 


ZKk+1I 三 ZIK 一 1 


其 中 
pl(z) = Vcosz 十 57 十 1. 


取 相 同 的 迭代 初始 值 , 比较 各 方法 的 收敛 速度 . 
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实验 七 ”和 托 阵 特征 值 计 算 实验 


1， 寡 法 的 收敛 性 
实验 题目 : (1) 用 竺 法 求 下列 矩 阵 的 模 最 大 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 , 精确 到 


6 位 有 效 数字 ; 
-2 1 -2 
在 = 十 -9427 放 - 
4 -IT 3 
(2) 用 反 索 法 求 下 列 矩 阵 的 模 最 小 特征 值 和 相应 的 特征 向 基 , 精确 到 7 位 有 效 


数字 : 
| 
四 二 证 二 全 二 和 全 全 
dd 趟 这 


2. 求 矩 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 
实验 题目 : 分 别 用 寡 法 、 反 守法 、QR 方法 求 下 列 矩 阵 的 主 特征 值 ` 模 最 小 特 


征 值 、 全 部 特征 值 : 
0 
ET 和 agepadl 
二: 人 全 
人 下 全 生 二 生 
本 相让 古琴 ， 
1 
本 Rs 20CD- 丰 
下 5 02 .81050 0 
de 二 5 所 
本 1 ww 
和 区 
有 7 全 人 区 直人 
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附录 二 “MATLAB 软件 入 门 


MATLAB 是 美国 MathWorks 公司 开发 的 一 种 集 数值 计算 、 符 号 运算 、 可 视 化 
建 模 和 图 形 处 理 等 多 种 功能 于 一 体 的 非常 优秀 的 图 形 化 语言 . 为 了 配合 本 教材 的 
教学 和 学 习 , 本 附录 将 对 MATLAB 语言 及 其 程序 设计 基础 进行 简要 的 介绍 , 包括 
MATLAB 语言 的 基本 要 素 、 MATLAB 语言 的 核心 一 矩阵 、 流 程控 制 语句 和 M 
文件 . 


B.1 MATLAB 数值 处 理 简 介 


MATLAB 是 Matrix Laboratory (矩阵 实验 室 ) 的 英文 缩写 , 它 的 基本 数据 单 
元 是 不 需要 指定 维 数 的 矩阵 ，MATLAB 中 抵 阵 变量 名 必须 是 以 字母 开头 的 、 由 字 
母 和 数字 组 成 的 字符 串 . 

数值 计算 功能 是 数学 软件 MATLAB 的 基础 和 特色 ， 强大 的 数值 计算 功能 使 得 
MATLAB 在 诸多 的 数学 软件 中 傲视 群雄 . 自 商用 的 MATLAB 软件 推出 之 后 ， 它 的 
数值 计算 功能 就 在 不 断 地 改善 并 日 趋 完善 . 目前 的 MATLAB R2007 版 本 更 是 把 其 
数值 计算 功能 推 向 了 一 个 新 的 高 度 . 正 是 由 于 MATLAB 有 了 如 此 令 人 惊叹 的 强大 
数值 计算 功能 , Mathworks 公司 才 有 能 力 把 MATEAB 的 应 用 延伸 到 不 同 专业 、 不 
同行 业 和 部 门 的 各 个 领域 , 使 其 成 为 世界 上 最 优秀 、 应 用 最 广泛 、 最 受用 户 喜 爱 的 
数学 软件 . 
B.1.1 向量 及 其 运算 

矩阵 是 MATLAB 语言 的 基本 数据 单元 ， 向 量 可 视 为 矩阵 的 特殊 形式 ,本 小 节 
对 向 量 的 生成 及 其 基本 运算 做 简单 介绍 . 

1. 向 量 的 生成 

1) 直接 输入 向 量 

生成 向 量 最 直接 的 方法 是 在 命令 窗口 中 直接 输入 . 在 格式 上 要 求 是 : 向 量 元 素 
需要 用 “[ ]” 括 起 来 , 元 素 之 间 可 以 用 空格 、 逗 号 () 或 分 号 (;) 分 隔 . 需要 注意 的 
是 , 用 空格 或 逗号 分 隔 生成 行 向 量 , 用 分 号 分 隔 生成 列 向 量 . 例如 : 

>> a=[135791] 

攻 

1 3 5 7 9 11 
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2) 利用 冒号 表达 式 生成 向 量 
冒号 表达 式 的 基本 形式 是 ; 
8 xX=Xl: step :xD 
其 中 xl 表示 向 量 的 第 一 个 元 素 的 数值 , xn 表示 向 量 尾 元 素 的 数值 限 , step 表示 前 
后 两 个 元 素 的 差 值 . 用 冒号 表达 式 生成 向 量 可 以 不 用 “[ ]”. 例如 : 
>> b=1:2:12 
b_= 
1 3 5 了 9 11 
注 B.1 (1) xn 为 向 量 尾 元 素 的 数值 限 , 而 非 尾 元 素 , 如 上 面 的 例子 . 
(2) 著 x0<xn, 则 step>0; 若 x0>xn, 则 step<0. 例如 : 
SOad25 一 2 
c 二 
人 10 8 6 4 2 
(3) 若 step=l, 则 可 略 去 此 项 的 输入 , 直接 写成 x=x0:xn. 例如 : 


>> d=1:8 
@ = 
1 2 3 全 5 6 了 8 
3) 线性 等 分 向 量 的 生成 
MATLAB 提供 了 线性 等 分 功能 函数 linspace, 用 来 生成 线性 等 分 向 量 , 其 调用 
格式 是 : 


y=1linspace(xl,x2)  % 生 成 100 维 的 行 向 量 ,， 使 得 y(1)=xl,，y(100)=x2; 
y=1linspace(xl,x2)n) % 生 成 n 维 的 行 向 量 ， 使 得 yY(1)=xl，y(Cn)=x2. 
例如 ; 
>> al=linspace(1,10,5) 
al = 
1.0000 3.2500 5.5000 7.7500 ”10.0000 
4) 对 数 等 分 向 量 的 生成 
在 自动 控制 、 数 字 信 号 处 理 中 , 常常 需要 对 数 刻 度 坐 标 . MATEAB 还 提供 了 对 
数 等 分 向 量 功能 函数 , 具体 格式 如 下 : 
y=1logspace(xl,x2) % 生 成 50 维 对 数 等 分 向 量 ， 使 得 y(1)=10x1, y(50)=10x2; 
y=logspace(xl,x2,n) 生成 n 维 对 数 等 分 向 量 ， 使 得 了 (1)=10x1, 了 Cn)=10z2; 
例如 : 
>> a2=1ogspace(0,4,5) 
a2 王 
1 10 100 1000 10000 
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2. 向 量 的 基本 运算 
1) 向 量 加 ( 减 ) 法 


两 个 向 量 相 加 ( 减 ) 必须 维 数 相同 , 例如 : 
>> brc “多 这 里 的 b,c 即 上 面 生 成 的 b,c 
ang 三 
-11 -7-， -3 1 5 9 
2) 数 与 向 量 相 加 ( 减 ) 
数 与 向 量 相 加 是 指数 与 向 量 的 每 个 元 素 相 加 , 例如 : 
>> al+3 
ang = 
和.0000 6.2500 8.5000 10.7500 13.0000 
3) 数 与 向 量 相 乘 
数 与 向 量 相 乘 是 指数 与 向 量 的 每 个 元 素 相 乘 , 例如 ; 
>> al*r3 
二 涉世 
3.0000 9.7500 16.5000 23.2500 30.0000 


B.1.2 ”和 矩阵 及 其 运算 
MATLAB 的 原意 为 矩阵 实验 室 , 其 所 有 的 数值 功能 都 是 以 矩阵 为 基本 单元 进 

行 的 , 因此 , MATLAB 的 和气 阵 运 算 功 能 可 以 说 是 最 全 面 、 最 强大 的 本 小 节 将 对 和 扼 
阵 及 其 运算 简要 的 阐述 . 

1. 短 阵 的 生成 

1) 直接 输入 小 矩阵 

生成 矩阵 最 方便 、 最 常用 的 方法 是 从 键盘 上 直接 输入 , 这 种 方法 尤其 适合 较 小 
的 矩阵 . 在 用 此 方法 创建 矩阵 时 , 需要 注意 几 点 : 

(1) 输入 矩阵 时 要 以 “[ ]” 为 标识 , 即 和 矩阵 的 元 素 应 在 “[ ]” 的 内 部 ; 

(2) 和 矩阵 的 同行 元 素 之 间 用 空格 或 “,” 号 分 隔 , 行 与 行 之 间 用 “; ”号 或 回 车 
符 分 隔 ; 

(3) 矩阵 大 小 可 不 预先 定义 , 无 任何 元 素 的 空 矩 阵 也 是 合法 的 ; 

(4) 车 不 想 获得 中 间 结 果 , 可 以 用 “; ”号 结束 ; 

(5) 矩阵 元 素 可 以 是 运算 表达 式 . 

例如 , 创建 一 个 简单 的 数值 矩阵 : 

>> A=[1 2 3;4 5 6;7,8,0] 

及 亚 
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和 


汪 2 3 
时 5 6 
党 8 0 
又 如 , 创建 一 个 带 有 运算 表达 式 的 矩阵 ; 
>> B=[sin(pi/4) cos(pi/3); tanh(4) 1og(6)] ; 
此 时 已 经 建立 并 存储 在 内 存 中 只 是 没有 在 屏幕 上 显示 而 已 . 若 想 查看 此 和 矩阵 ， 
只 需 键入 矩阵 名 . 
2) 创建 M 文件 输入 大 矩阵 
M 文件 是 一 种 可 以 在 MATLAB 环境 下 运行 的 文本 文件 . 它 分 为 命令 式 和 函数 
式 两 种 .此 处 主要 介绍 用 命令 式 的 M 文件 来 创建 大 型 矩阵 , 更 详细 的 内 容 将 在 后 
面 介绍 . 
当 和 矩阵 较 大 时 , 直接 输入 就 显得 比较 笨拙, 且 容 易 出 错 . 为 解决 此 问题 ; 可 利用 
M 文件 的 特点 将 所 要 输入 的 矩阵 按 格式 先 写 入 一 个 文本 文件 中 , 并 将 此 文件 存 为 
以 mm 为 扩展 名 , 即 为 M 文件 . 在 MATLAB 的 命令 窗口 键入 此 M 文件 名 , 则 所 
要 输入 的 大 型 矩阵 就 被 输入 到 内 存 中 . 例如 : 编制 一 名 为 a0lm 的 M 文件 , 内 容 
如 下 : 
%a01 , 严 
% 创 建 一 M 文 件 输入 天 阵 的 示例 
exm=[1 2 3 70 80 90; 
400 500 600 9 8 7; 
21 32 43 54 65 76; 
789 678 567 456 345 0; 
12 34 45 67 89 90] ; 
在 命令 窗口 键入 : 
>>a01 
>> size(exm) 
angs = 
是 
说 明 : (1) 在 M 文件 中 ,% 符号 后 面 的 内 容 只 起 注释 作用 ， 将 不 被 执行 ; 
(2) 函数 size 的 功能 是 求 矩阵 的 维 数 ， 
(3) 在 通常 的 使 用 中 , 上 例 中 的 矩阵 算 不 上 “大 型 矩阵， 此 处 只 是 借 此 作 一 说 
明 而 已 . 


2. 矩阵 的 基本 运算 
矩阵 的 基本 数学 运算 包括 矩阵 的 四 则 运算 , 数 乘 矩 阵 运 算 ， 矩阵 求 道 等 : 
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1) 矩阵 的 四 则 运算 

矩阵 的 加 减法 : 

矩阵 的 加 减法 使 用 “+” 和 “-- ”运算 符 , 格式 于 数字 运算 完全 相同 , 但 要 求 两 
个 矩阵 是 同 阶 的 . 例如 : 

>> A=[123;456;7 8 9]; 

2 Ba[272 238 3 3 1 可 : 

>> C=A+B 


CC 至 
3 4 5 
昌 8 9 
8 9 10 
矩阵 的 乘法 : 
矩阵 的 乘法 是 用 运算 符 “#?” ， 要求 第 一 个 矩阵 列 数 与 第 二 个 矩阵 的 行 数 相同 
才能 相 乘 . 例如 : 
>> D=[B,[4 4 4])?] 
D = 


2 2 4 
3 3 3 4 
1 1 1 4 
>> E=A*D 
定居 
11 11 11 24 
NE 7。 人 00 
0 
矩阵 的 除法 ; 
矩阵 的 除法 可 以 有 两 种 形式 : 左 除 “\” 和 右 除 “/”. 在 低 版 本 的 MATLAB 
中 , 右 除 是 要 先 计算 矩 阵 的 逆 再 做 矩阵 的 乘法 ， 而 左 除 则 不 需要 计算 矩阵 的 地 而 直 
接 做 除 运算 . 通常 左 除 要 快 一 点 , 但 在 MATLAB6.x 及 及 其 以 上 版 本 中 两 者 的 区 别 
不 大 . 
通常 用 矩阵 除法 来 求解 线性 方程 组 . 对 于 方程 组 4z 一 履 其 中 4 是 一 个 nn 11 X 邦 
和 矩阵, 则 
() 当 m=m 且 4 非 奇异 时 , 此 方程 称 为 恰 定 方程 ; 
(2) 当 mm >m 时 , 此 方程 称 为 超 定 方程 ; 
(3) 当 mm<m 时 , 此 方程 称 为 从 定 方程 . 
这 三 种 方程 都 可 以 用 矩阵 的 除法 求解 . 例如 ; 
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>> h=[3 2 1; 452;567]; 
>> b=[6 7 8] ; 
>> X=ANb 
xx = 
2.3125 
-0.3750 
-0.1875 
2) 矩阵 与 常数 间 的 运算 
和 矩阵 与 常数 间 的 运算 是 指 矩阵 的 每 一 个 元 素 与 该 常 数 做 运算 如 数 加 是 指 每 个 
元 素 都 加 上 此 常数 , 数 乘 是 指 每 个 元 素 都 乘 以 此 常数 ,需要 注意 的 是 , 当 进行 数 除 
时 , 常数 通常 只 能 做 除数 . 例如 ; 
>> Ah=[123;345;567]; 


>> B=A+5 
B = 
6 7 8 
8 9 10 
10 11 12 
>> C=5*A 
C = 
5 10 15 


15 20 25 
25 30 35 
>> D=A/5 
D = 
0.2000 0.4000 0.6000 
0.6000 0.8000 1.0000 
1.0000 1.2000 1.4000 
3) 矩阵 求 道 
矩阵 的 求 道 运算 是 矩阵 运算 中 一 种 重要 的 运算 . 它 在 线性 代数 和 数值 分 析 中 都 
有 很 多 的 论述 , 而 在 MATLAB 中 , 众多 的 复杂 理论 归结 为 一 个 简单 的 命令 inv. 例 


如 , 求 下 列 和 矩阵 的 道 : 
>> A=[4321;i1432;5674;6789]; 
>> B=inV(A) 
B = 
0.2750 ” -0.2500 0 0.0250 
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0.2250 0.5000 “ -0.2500 
-0.3750 -0.2500 0.5000 
-0.0250 0.0000 “ -0.2500 


>> 从 本 也 

ang = 
1.0000 -0.0000 0 
0.0000 . 1.0000 0 
0.0000 0.0000 1.0000 
0.0000 0.0000 0 

3. 特殊 给 阵 的 生成 

]1) 空 阵 


-0.0250 
-0.1250 
0.2250 
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在 MATLAB 中 定义 “[] ”为 空 阵 . 一 个 被 冉 予 空 阵 的 变量 具有 如 下 性 质 ， 


(1) 在 MATLAB 工作 内 存 中 确实 存在 被 赋 空 阵 的 变量 ; 
(2) 空 阵 中 不 包含 任何 元 素 , 它 的 阶 数 是 0 x 0; 


(3) 空 阵 可 以 参与 各 种 矩阵 运算 . 
2) 几 种 常用 的 工具 阵 


以 下 各 种 常用 的 工具 阵 , 除了 单位 阵 外 , 其 它 的 似乎 没有 任何 具体 意义 , 但 它 
们 在 实际 中 有 着 广泛 的 应 用 . 例如 定义 矩阵 的 维 数 和 给 选 代 和 矩阵 赋 初 值 等 这 些 工 


具 和 拢 阵 主要 包括 全 0 阵 、 单 位 阵 、 全 1 阵 和 随机 阵 等 , 
() 全 0 阵 : 全 0 阵 可 由 函数 zeros 生成 ; 其 主要 调用 格式 为 ; 


(a) zeros(N) % 生成 NxN 阶 的 全 0 阵 ; 


(bj zeros(M, N) 生成 MxN 阶 的 全 :0 阵 ; 
{c) zerosl(size(A)) 生成 与 A 同 阶 的 全 0 阵 . 
(2) 单位 阵 : 单位 阵 可 由 函数 eye 生成 , 其 主要 调用 格式 为 ; 


(a)j eye(IN) 久生 成 NxN 阶 的 单位 阵 ; 


(bj eye(M, N) % 生成 MxN 阶 的 单位 阵 ; 
(cj) eyefsize(A)) % 生成 与 A 同 阶 的 单位 阵 . 
(3) 全 1 阵 : 全 1 阵 可 由 函数 ones 生成 , 其 主要 调用 格式 为 ; 


(a) ones(N) % 生成 NxN 阶 的 全 1 阵 ; 


(b) ones(M, N) % 生成 MxN 阶 的 全 1 阵 ; 
(c) onesf(size(A)) % 生成 与 A 同 阶 的 全 1 阵 . 
(4) 随机 阵 : 随机 阵 可 由 函数 rand 生成 , 其 主要 调用 格式 为 : 
(a) rand(N) 产生 一 个 NxN 阶 均 匀 分 布 的 随机 矩阵 ; 
(bj rand(M, N) % 产生 一 个 MxN 阶 均匀 分 布 的 随机 矩阵 ; 
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(cj rand(size(A)) % 产生 一 个 与 A 同 阶 均 匀 分 布 的 随机 和 矩阵 ; 

(d) randn(N) % 产生 一 个 NxN 阶 正 态 分 布 (N(0,1)) 的 随机 矩阵 ; 
(ej randn(M, N) 产生 一 个 MxN: 阶 正 态 分 布 的 随机 和 矩阵 ; 

(日 randn(size(A)) 产生 一 个 与 A 同 阶 正 态 分 布 的 随机 算 阵 ， 


B.2 MATLAB 程序 设计 入 门 


MATLAB 作为 一 种 应 用 最 广泛 的 科学 计算 软件 , 它 不 仅 具有 强大 的 数值 计算 、 
符号 运算 等 功能 ,而且 可 以 像 Basic、C、Fortran 等 计算 机 高 级 语言 一 样 ， 进 行程 
序 设 计 、 编 号 M 文件 . 通常 , MATLAB 被 称 为 第 四 代 编程 语言 ,从 而 也 足见 其 简 
洁 . 编写 M 文件 与 编写 Basic、C、Fortran 等 计算 机 高 级 语言 程序 相 比 , 有 其 独特 
的 、 无 法 比拟 的 优点 , 如 语言 结构 简单 、 程 序 语句 可 读 性 好 、 程 序 调 试 简便 易 行 等 
MATLAB 提供 的 M 文件 编辑 器 可 以 大 大 方便 用 户 进行 各 种 各 样 的 程序 设计 . 


B.2.1 ”运算 符 和 操作 符 

MATLAB 的 运算 符 可 以 分 为 下 面 三 类 : 算术 运算 符 、 关 系 运算 符 和 退 辑 运算 
符 . 现 将 MATLAB 的 三 大 类 别 的 运算 符 简 单 介绍 如 下 . 

1) 算术 运算 符 

算术 运算 符 是 构成 运算 的 最 基本 的 操作 命令 ， 可 以 在 MATLAB 的 命令 窗口 中 
直接 运行 . 户 





例如 , 比较 下 面 的 计算 结果 , 体会 运算 符 “*” 与 < “\ 与 的 区 别 . 
>> A=[3 21;564;789]; 
>> Bear 2 2 21 93314311 
>> C=A*B 
C = 
10 10 10 
29 29 29 
50 50 50 
>> D=A.*B 
RE 
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0 
>> E=ANB 
= 
0.2667 ”0.2667 ”0.2667 
0.0667 ”0.0667 “0.0667 . 
0.0667 “0.0667 ”0.0667 
” >> F=A.N\B 


RE = 
0.3333 ”0.5000 ”1.0000 
0.4000 “0.3333 ”0.5000 
0.4286 ”0.3750 ”0.3333 
2) 关系 运算 符 
关系 运算 符 主要 用 来 比较 数 、 字 符 串 、 和 矩阵 之 间 的 大 小 或 不 等 关系 , 其 返回 值 
是 0 或 1. 关系 运算 符 主要 有 





例如 ; 

>> a=[1 2 -3; 4 -56;78-9] 

有 三 
1 r =3 
人 -5 6 
人 8 -9 

>> b=a>l 

要 
0 1 0 
1 0 1 
1 1 0 


3) 逻辑 运算 符 MATLAB 语言 有 四 种 基本 的 逻辑 运算 : 怀 ( 与 ), | (或 ), ”( 非 ) 和 
xor ( 异 或 ). 逻辑 表达 式 和 逻辑 函数 的 值 应 该 是 一 个 逻辑 量 “ 真 ”或 “ 假 ”; 其 中 以 
0 表示 “ 假 ”, 以 任意 非 0 数 表 示 “ 真 ”. 例如 ; 
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>> a=[0120]; 
>> b=[4 3 0 0]; 
>> ag&b 


>> Xor(a,b) 


B.2.2”M 文件 简介 


就 实质 而 言 , MATLAB 是 一 种 解释 性 语言 . 用 MATLAB 编程 语言 编写 的 可 
以 在 MATLAB 工作 空间 运行 的 程序 , 称 为 M 文件 . M 文件 可 以 根据 调用 方式 的 
不 同 分 为 命令 文件 和 函数 文件 . 命令 文件 不 需要 任何 输入 参数 , 也 不 返回 任何 输出 
参数 , 它 只 是 命令 的 简单 委 加 , MATLAB 会 自动 按照 顺序 执行 文件 中 的 各 个 语句 
行 这 样 就 解决 了 在 命令 窗口 反复 运行 诸多 命令 的 繁琐 , 还 可 以 避免 用 户 做 很 多 重 
复 性 的 计算 、 分 析 等 工作 . 函数 文件 通常 包含 输入 参数 , 也 可 以 返回 输出 参数 ， 它 主 
要 解决 参数 传递 和 函数 调用 的 问题 . 函数 文件 的 第 一 个 语句 行 必 须 以 function 语言 
为 引导 . 另外 , 命令 文件 对 工作 空间 中 的 变量 进行 操作 ， 而 函数 文件 中 的 变量 为 局 
域 变 量 , 只 有 其 输入 和 输出 的 变量 保存 在 工作 空间 中 . 


1. 命令 文件 


由 于 命令 文件 没有 输入 输出 参数 , 只 是 一 些 命令 行 的 组 合 ， 它 的 运行 相当 于 在 
命令 窗口 逐 行 输入 并 运行 命令 . 因此 用 户 在 编写 此 类 文件 时 ， 只 需 把 想 要 执行 的 命 
令 按 行 编 写 到 指定 的 文件 中 ， 而 且 变 量 不 需要 预定 义 , 也 不 存在 文件 名 的 对 应 问题 , 
但 是 在 编写 命令 文件 时 要 注意 标点 符号 的 运用 , 最 后 不 要 忘记 M 文件 的 扩展 名 . 

实例 : 建立 一 个 M 文件 来 绘制 MATLAB 的 LOGO 图 标 . 编制 命令 文件 如 下 ; 

Ya02 ,m 

load 1ogo % 装 载 LOG0 数 据 

surf(L,R) % 根 据 数 据 绘制 L0G0 图 标 
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n=sizZe(L,1) 获取 数据 甜 阵 维 数 

axis off % 关 闭 坐 标 轴 

axis([1n 1 n -0.4 0.5])  % 设 置 图 形 显示 的 区 域 
View(-37.5,40) 设置 视点 

在 命令 窗口 键入 文件 名 a02, 回 车 后 即 可 得 到 下 面 的 LOGO 图 标 ， 





2. 函 教 文件 


1) 函数 文件 的 组 成 

与 命令 文件 相 比 , 函数 文件 要 复杂 一 些 . 通常， 要 实现 计算 中 的 参数 传递 和 函 
数 的 嵌 套 调用 等 , 需要 编写 函数 文件 . 函数 文件 可 以 有 返回 值 , 也 可 以 只 执行 而 没 
有 返回 值 . 函数 文件 在 MATLAB 中 应 用 最 广泛 , MATLAB 提供 的 绝 大 多 数 功能 函 
数 都 是 由 函数 文件 实现 的 . 函数 文件 通常 包括 以 下 几 部 分 : 

a. 函数 的 定义 行 . 文件 的 第 一 行为 函数 的 定义 行 , 该 行 定义 函数 名 、 输 入 变量 
和 输出 变量 ; 

b. 函数 帮助 信息 行 . 用 于 给 出 函数 的 帮助 信息 , 注意 每 一 行 需要 以 从 开始 ; 

c. 函数 体 . 函数 的 功能 实现 部 分 , 它 是 完成 函数 编写 的 主要 部 分 ; 

d.， 注 释 部 分 ， 在 函数 体 中 以 符号 X% 开始 直到 该 行 结束 的 部 分 表示 对 程序 的 
注释 . 

函数 文件 执行 后 , 只 保留 最 后 的 返回 结果 , 不 保留 任何 中 间 过 程 ， 所 定义 的 变 
量 也 都 是 局 域 变量 , 仅 对 函数 内 部 起 作用 ， 并 且 随 着 函数 调用 的 结束 而 从 工作 空间 
清除 . 

2) 函数 文件 的 生成 过 程 

用 M 文件 编辑 器 编写 函数 文件 如 下 ; 

Ya03 .mm 

function f=a03(n) 

Y% 求 小 于 某 自 然 数 且 为 2 的 整数 次 畴 的 正 整 数 

%Y 调 用 格式 : c=a03(n) 
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% 参 数 说 明 : n 可 以 取 任 意 正 整数 
%Y 2006 年 8 月 编制 
f(1)=2; 
ii=1; 
while 节 (i)<ceil(n/2) 
f(i+li)=f(i)*2; 
i=i+l; 
end 
f; 返回 值 
根据 以 上 函数 文件 , 在 命令 窗口 键入 以 下 命令 求 得 所 有 小 于 10000 的 2 的 正 
整数 次 宕 . 
>> c=a03(10000) 
C = 
2 了 8 16 32 64 
128 256 512 1024 2048 4096 
8192 
说 明 : 
a、 第 一 行 的 作用 是 通过 function 声明 了 该 文件 是 函数 文件 , 包括 函数 名 的 定 
义 , 输入 输出 参数 的 定义 ; 
b, 函数 体内 的 变量 i 为 局 域 变量 , 当 函 数 调用 完成 后 , 该 变量 被 释放 ; 
c. 函数 文件 的 前 几 行 为 注释 行 , 这 些 注释 可 以 通过 help 命令 查询 . 


B.2.3 ”流程 控制 语句 

MATLAB 的 程序 结构 一 般 可 分 为 顺序 结构 、 循 环 结构 和 分 支 结构 三 种 .顺序 
结构 是 指 程序 语句 按 顺序 逐条 执行 , 循环 结构 和 分 支 结构 都 有 其 特定 的 语句, 这 样 
可 以 增强 程序 的 可 读 性 ,这 里 主要 介绍 两 种 循环 结构 (for.…end 与 while …endj 
和 两 种 分 支 结构 ( 计 . .else.…end 与 switch …case… :end). 


1. FOR 循环 结构 


这 个 结构 用 于 循环 执行 某 些 语句 , 每 执行 一 次 就 要 判断 是 否 继续 执行 : 这 个 判 
断 依 据 的 条 件 就 是 循环 终止 条 件 . 这 种 循环 的 语法 结构 如 下 : 
for i = 初 值 : 增 量 : 终 值 
语句 1; 


了 
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end 
说 明 : for 与 end 之 间 的 语句 成 为 循环 体 . i 是 循环 变量 , 初 值 、 增 量 和 终 值 可 
“ 正 可 负 , 可 以 是 整数 , 也 可 以 是 小 数 , 只 要 符合 数学 逻辑 . 增 量 可 以 自己 设 定 ; 也 可 

以 缺 省 , 缺 省 值 为 1. 这 样 , 变量 i 从 初 值 开 始 , 循环 体 中 的 语句 每 被 执行 一 遍 i 就 
增加 一 个 增 量 , 直到 “i= 终 值 ” 为 止 . 

例如 : 设计 一 个 程序 , 计算 阶乘 10! 

MATLAB 程序 如 下 : 

Ya04 .m 

Clear; 

Prod=1l; 

for i=1l:10 

Prod=prod*ii 

end 

prod 

在 命令 窗口 键入 a04, 回 车 得 

>> a04 

Prod = 

3628800 


2，WHLIE 循环 结构 


Wile 循环 结构 也 使 用 循环 执行 某 些 语句 , 但 是 这 种 结构 与 for 循环 不 同 之 处 
在 于 , 在 执行 循环 体 之 前 先 判断 循环 执行 的 条 件 是 否 成 立 , 如 果 成 立 则 执行 ; 否则 
终止 循环 . 这 种 循环 结构 的 语法 结构 如 下 : 

while 有 还 辑 表达 式 

循环 体 语 各 

end 

说 明 : (1D) While 结构 依据 逻辑 表达 式 的 值 决定 是 否 执行 循环 体 语 句 . 若 逻辑 
表达 式 的 值 为 真 , 则 执行 循环 体 语句 一 次 , 然后 返回 再 次 判断 逻辑 表达 式 的 值 是 否 
为 真 . 在 反复 执行 时 , 每 次 都 要 判断 . 若 逻 辑 表达 式 的 值 为 假 ， 则 程序 转 到 执行 end 
之 后 的 语句 ; 

(2) While 循环 内 部 还 可 以 嵌 套 循环 结构 , 其 形式 如 下 : 

while 还 辑 表达 式 1 

循环 体 语句 1 
while 还 辑 表达 式 2 
循环 体 语句 2 
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end 
循环 体 语句 3 
”end 
例如 : 设计 一 个 程序 , 求 1 至 100 之 间 的 所 有 偶数 的 和 . 
MATLAB 程序 如 下 : 
%a05 .四 
Clear ; 
X=2; SUum=0; 
While x<=100 
SUm=Stm+X; 
X=X+2 ; 
end 
SUm 
在 命令 窗口 键入 a05, 回 车 得 
>> a05 
SUm = 
2550 


3. 下 分 支 结构 


If 结构 是 一 种 条 件 分 支 结构 , 判断 某 个 条 件 是 否 成 立 , 如 果 成 立 则 执行 结构 内 
的 语句 , 否则 就 跳出 分 支 结构 , 执行 后 面 的 语句 , 这 个 分 支 结构 的 具体 格式 如 下 : 
if 表达 式 1 
语句 1 
else if 表达 式 2 (可 选 ) 
语句 2 
else( 可 选 ) 
语句 3 
end 
end 
说 明 : I 结构 首先 判断 “表达 式 1” 是否 成 立 , 如 果 “ 表 达 式 1” 成 立 , 就 执行 
“语句 1”, 否则 的 话 就 执行 else 让 中 的 条 件 判断 . 如 果 结 构 中 所 有 的 表达 式 都 不 
满足 , 就 跳出 执行 本 结构 后 面 的 语句 .else 让 “表达 式 2” 与 else 为 可 选项 ， 这 两 条 
指令 可 依据 具体 情况 取舍 . 注意 , 每 个 让 都 对 应 一 个 end, 即 有 几 个 让 就 应 有 几 个 
end. 


例如 : 编程 计算 下 列 函数 的 值 
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8 人 人 
天 2 过世 交 雪 二 
nz ,了 交 本 


MATLAB 程序 如 下 : 
%a06 .m 
function y=a06(x) 
if X<0 
y=cos(X) ; 
elSse if X<cl 
y=Ssin(Xx) ; 
el1Sse 
y=1og(x) ; 
end 
end 
又 如 : 输入 一 个 正 整数 n, 计算 所 有 被 3 整除 且 小 于 n 的 正 整 数 个 数 . MATLAB 
程序 如 下 : 
Ya07 ,m 
n=input(:Please input a number n=?); 
kx=0; 
for is=1l:n 
if mod(i,3)==0 
X=K+1l; 
end 
end 
区 
在 命令 窗口 运行 该 程序 
>> a07 ) 
Please input a number D=1000 
X = 
333 
4. SWITCH 分 支 结构 
Switch 结构 是 一 种 典型 的 分 支 结构 ,根据 表达 式 的 结果 执行 后 面 跟 表 达 式 一 
致 的 case 中 的 语句 组 . 这 种 分 支 结构 可 以 表示 比 让 结构 更 多 的 备 选 情况 , 其 具体 
形式 如 下 : 
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switch 表达 式 
case 常量 表达 式 1 
语句 组 1 
case 常量 表达 式 2 
语句 组 2 
otherwise 
语句 组 n 

end 

说 明 ， 

1. Switch 后 面 的 表达 式 可 以 是 任何 类 型 , 如 数字 、 字符 串 等 ; 

2. 当 表 达 式 的 值 与 case 后 面 常量 表达 式 的 相等 时 , 就 执行 这 个 case 后 面 的 语 
句 组 如果 所 有 的 常量 表达 式 的 值 都 与 这 个 表达 式 的 值 不 等 时 ， 则 执行 otherwise 
后 面 的 语句 组 . 

例如 : 输入 一 个 数 , 判断 它 是 否 能 被 3 整除 . MATLAB 程序 如 下 : 

%a08 .mm 

n=input(:input a number D=); 

sWwitch mod(n,3) 

case 0 

fprintf(%ad is a multiple of 3\n7 5D) 
otherwise 

fprintf('%d is not a multiple of 3\n:,D) 

end 

在 命令 窗口 运行 该 程序 得 

>> a08 

input a number Dn=297 

297 is a multiple of 3 

>> a08 

input a number n=389 

389 is not a multiple of 3 


5. 程序 流程 控制 命令 


1) Continue 命令 
Continue 语句 通常 用 于 for 循环 或 while 循环 体 中 , 其 作用 就 是 结束 本 次 循环 ， 
即 跳 过 循环 体 中 尚未 执行 的 语句 , 接着 进行 下 一 次 循环 . 
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例如 : 观察 下 面 程序 的 运行 结果 并 说 明 原 因 . 

%a09 .m 

clear; 

a=4; b=5; 

for i=1:3 
b=b+1 
二 " 342 

Continte ; 

end 
a=a+2 

end 

运行 结果 : 

>> a09 

b = 


程序 说 明 : 

a、 当主 条 件 满 足 时 , 程序 不 再 执行 continue 后 面 的 语句 ; 而 是 开始 下 一 轮 的 
循环 . b.Continue 语句 常用 于 循环 体 中 , 与 让 一同 使 用 . 

2) Break 命令 . - 

Break 语句 也 通常 用 于 for 循环 或 while 循环 体 中 , 与 让 一 同 使 用 . 当 i 后 的 
条 件 为 真 时 , 跳出 当前 循环 . 通过 使 用 break 语句 , 可 以 不 必 等 待 循 环 的 自然 结束 . 

例如 : 鸡 兔 同 笼 问题 . 某 人 数 笼子 里 面 的 鸡 和 兔子 的 个 数 一 共 36 只 , 腿 数 100 
只 , 问 鸡 免 各 几何 ? MATLAEB 程序 如 下 : 

Yal0 .m 

function [x,y]=al0(g,t) YE 表示 总 个 数 ，t 表 示 总 腿 才 

i=1; 表示 鸡 的 个 数 

while ii 
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if rem(t-i*y2,4)==0 上 名 (i+(t-i*2)/4)==g 
break; 
end 
i=i+l; 
end 
Xx=i ji y=( 七 -2+i)/4; 
在 MATLAB 命令 窗口 调用 该 函数 计算 如 下 : 
>> [x,y]=al0(36 ,100) 
X = 
22 
y = 
1 和 
3) Return 命令 
Return 命令 能 够 使 得 当前 的 函数 正常 退出 . 这 个 语句 通常 用 于 函数 的 末尾 , 以 
正常 结束 函数 的 运行 . 当然 , 该 函数 也 常用 于 其 它 地 方 , 首先 对 特定 条 件 进行 判断 ， 
然后 根据 需要 , 调用 该 语句 终止 当前 运行 , 并 返回 . 
例如 : 输入 两 个 正 数 , 求 其 中 最 大 数 . MATLAB 程序 如 下 : 
Yall.m % 主 程序 
Cleari 
a=input(;Please input a number:); 输入 一 个 数 
b=input(?Please input a number:?); 输入 另 一 个 教 
nummax(a,b); 调用 子 函 数 
和 
ynumnax.m  % 子 函数 程序 
function nummax(a,b) 
if a<=0 | b<=0 
disp('Input error') 
return; 
else if a>b 了 
fprintf(?The Jarger number is %f\n?,a) ; 
else 
fprintf(:The larger number is %f\n?,b); 
end 
end 
运行 结果 : 
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>> all 

Please input a _ number:8 输入 8 

Please input a number:5 “ % 输 入 5 

The larger number is 8.000000 《运行 结束 
>> alil 

Please input a_number:7 % 输 入 7 
Please input a number:-4 % 输 入 -4 
Input error 运行 结束 


B.3 MATLAB 绘图 功能 简介 
计算 结果 的 可 视 化 是 当今 科学 与 工程 计算 的 主导 方向 之 一 , MATLAB 提供 了 
许多 可 以 选用 的 图 形 功能 . 本 节 简单 介绍 MATLAB 的 绘图 功能 . 
B.3.1 “二 维 图 形 函 数 
绘制 二 维 图 形 最 常用 和 最 简单 的 绘图 命令 是 plot,' 它 的 基本 调用 格式 如 下 : 


plot(x, 六 二); % 向 量 x 和 y 的 维 孝 必须 相同 
将 向 量 x 和 y 对 应 元 素 定 义 的 点 依次 用 实 线 连 接 起 来 ; 如 果 x 和 y 为 矩阵 ， 
则 按 列 依次 处 理 . 


plot 命令 的 另 一 个 调用 格式 是 : 
plot(x1,， y1，'*#，x2，y2， 十 ); 
将 向 量 xl 和 yl 对 应 元 素 定义 的 点 用 星 号 标 出 , 将 向 量 x2 和 y2 对 应 元 素 定 
义 的 点 用 “上 +” 标 出 . 即 MATLAB 可 以 画 线 或 点 , 它 提供 的 点 和 线 基 本 类 型 如 下 : 





另 一 个 二 维 图 形 函 数 是 fplot, 用 于 绘制 已 定义 函数 在 指定 范围 内 的 图 像 , 它 与 
“plot” 命令 类 似 , 差别 在 于 fplot 可 以 根据 函数 的 性 质 自 适应 地 选择 取 值 点 . 

我 们 知道 , 彩色 显示 在 计算 可 视 化 中 是 十 分 重要 的 . 颜色 在 绘图 中 的 使 用 方法 
与 线形 的 控制 方法 一 样 , 常用 的 颜色 有 : 
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例如 : plot(x,y-r) 表示 将 x 和 y 对 应 元 素 定义 的 点 依次 用 红色 实 线 连接 起 来 . 
此 外 , 在 绘图 过 程 中 还 可 以 使 用 下 面 的 线 型 : 





例如 : 绘制 下 图 所 示 带 有 显示 属性 设置 的 二 维 图 形 . 
在 MATLAB 命令 窗口 依次 执行 下 列 语句 : 


>> Xx=1:0.1*pi:2*+*pii 
>> y=sin(x); 
>> Z=cos(Xx) ; 


> DP1O8KY 半 F 一 区， 汪 和 vvIQ 





B.3.2 “绘图 辅助 函数 


利用 下 面 的 绘图 辅 动 函数 可 以 为 画 出 的 图 形 加 上 标题 等 内 容 . 


功能 


人 


grid 
hold on 

hold of 任 

title(5..) 
xlabel((..) 
ylabel((..) 

text(x, 4 ) 
axis([xl, xr,yl,yr]) 
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在 图 上 显示 虚线 网 格 

后 面 plot 的 图 形 将 登 加 在 一 起 

解除 hold on 命令 , plot 将 先 冲 去 已 有 图 形 

在 图 形 的 上 方 显 示 “* 中 所 指定 的 内 容 

将 “中 所 指定 的 内 容 标 在 x 轴 上 

将 中 所 指定 的 内 容 标 在 y 轴 上 

将 “中 所 指定 的 内 容 显示 在 x,y 所 定义 的 位 置 上 
其 中 的 4 个 数 分 别 定义 xy 方向 的 显示 范围 
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sdgasngisss 和 azeiakaatrd 人 六 生生 全 全 全 交 生生 人 生生 


注意 上 述 辅助 绘图 命令 必须 放 在 相应 的 “plot” 语句 之 后 : 此外, 还 有 一 个 辅助 
命令 : gtext('…"); 运行 到 该 命令 时 , 屏幕 光标 位 置 显 示 符 号 “+ ”等 待 , 它 将 “中 
所 指定 的 内 容 标 在 鼠标 所 指 的 位 置 . 
例如 , 绘制 Chebeshev 多 项 式 的 图 形 . Chebeshev 多 项 式 可 以 用 递 推 公式 定义 
如 下 : 
to(zZ) 三 1， 妨 (zz) 一 DT， 
to 三 27 如 -1i(2) 一 加 -2(Z)， 有 二 .257 


下 面 的 程序 将 [-1,1] 上 的 前 四 个 Chebesherv 多 项 式 画 在 一 张 图 上 . 
>> X=-~1:0.05:1; 

>> t 上 0O=1.0; 

>> 七 1=X3; 

>> 七 2=2*+X ,水 七 1-tO; 

>> 七 3=2#X .站 七 2 一 七 1 ; 

>> Plot(x,t0); gtext('T07) ; 
>> title(:Chebeshev P?); 

>> xlabel('x)!); ylabel(2y?); 
>> hold on 

>> plLot(x,t1)3; Etexrt(IT127， 
>> plot(x,t2); gtext(?T27?); 
>> plot(xvt3); gtext(?T37) 1; 
>> hold off 


图 形 如 下 : 





http:/ /www. yuyanwz. cn/n/printing. htm 2010-12-2 


页 何 ，17/1 


. 226 . 附录 二 :MATLAB 软件 入 门 


B.3.3 多 窗口 绘图 函数 
多 窗口 绘图 函数 为 subplot, 该 函数 的 调用 格式 为 : 


subplot(mn;r) 
该 命令 将 图 形 窗 口 分 成 mm 行 mn 列 共计 m xm 个 格子 , 在 第 > 个 上 画图 , 格子 
是 从 上 到 下 按 行 一 次 记 数 的 . 例如 , 可 以 将 前 述 的 四 个 Chebeshev 多 项 式 以 多 窗口 


的 形式 画 出 如 下 : 
Chebeshev TU Chebeshev T1 
2 1 
1.5 0.5 
人 六 0 
0.5 一 0.5 
0 一 1 
一 1 一 0 0 0.5 1 一 1 一 0.5 0 0.5 1 
区 了 
Chebeshev T2 Chebeshev T3 
0.5 0.5 
0 人 0 
一 0.5 一 0.5 
一 1 一 1 
一 一 0.5 0 0.5 1 一 1 一 0.5 0 0.5 1 


可 以 这 样 实现 : 首先 建立 M 文件 al2.m: 
%al2.m 

Xe-1:0.05:1; 

t0=1.0; tl=Xxi 

七 2=2*X.#t1-t0;i 七 3=2*+X.#t2 一 七 1; 
subplot(2,2,1); plot(x,t0) ; 
title(:Chebeshev T0:) ; 
xlabel(:x?); ylabel(2y?); 
subplot(2,2,2); Plot(Cx,tl); 
title(:Chebeshev T1?) ; 
xlabel('Xx1); ylabel(277); 
subplot(2,2,3); plot(x,t2) ; 
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title(:Chebeshev T2?:) ; 
xlabel(:x)); ylLabel(2y7); 
subplot(2,2,4); Plot(x,t3) ; 
tit1le(:Chebeshev T3?) ; 
xlabel(:x:); ylabel(27?1); 
然后 在 MATLAB 命令 窗口 键入 所 建立 的 M 文件 名 al2, 回 车 后 即 得 到 所 需 
要 的 图 形 . 


B.3.4 ”三维 图 形 函 数 


三 维 图 形 的 绘图 函数 主要 有 mesh 和 surf 两 个 , 其 用 法 为 : 

mesh(x,y,z);  Y% 绘 制 网 面 图 ， 其 中 x，y，z 是 同 阶 和 矩阵 ， 表 示 曲 面 三 维 
数据 

surf(x,y,2); 绘制 网 面 图， 与 mesh 用 法 类 似 


MATLAB 还 提供 了 绘制 等 高 线 的 函数 contour 和 contour3, 其 用 法 为 : 
contour(x,yz); 绘制 等 高 线 图 ， 与 mesh 用 法 类 似 
contour3(x,y,z); 绘制 三 维 等 高 线 图 ， 与 mesh 用 法 类 似 
此 外 , MATLAB 还 提供 了 绘图 辅助 命令 meshgrid, 其 功能 和 使 用 格式 为 
[xy]=meshgrid(xa, ya)i; 
当 xa, ya 分 别 为 m 维和 n 维 向 量 , 得 到 x 和 y 均 为 an 行 a 列 矩 阵 . meshgrid 常 
用 来 生成 z-y 平面 上 的 网 格 数据 . 
例如 : 绘制 函数 
AMYS 个 过) 
VS 


的 图 像 . 下 面 的 程序 画 出 该 函数 在 区 域 (z,y) < [-18,18] x [-18,18] 上 的 三 维 图 形 . 
%al3 .m 
Clear;i Close; 
Xa=-18:0.5:18; ya=xai 
[x,y]=meshgrid(xa,ya) ; 
Zz=sin(sqrt(x.~2+y. “2))./(sqrt(x. “2+7. 2)+eps) ; 
mesh(x,y,Z) 
xlabel(:x)); ylLabel(:y'); zlabel('Z?); 
在 MATLAB 命令 窗口 执行 文件 al3.m, 即 得 到 下 面 的 图 形 : 
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,228 ， 附录 二 MATLAB 软件 入 门 








-20 一 20 


值得 一 提 的 是 , 可 以 使 用 科技 排版 软件 IIEX 格式 对 MATLAB 图 形 窗 口中 
的 图 形 进行 诸如 上 标 、 下 标 、 希 腊 字母 等 更 为 复杂 的 标注 。 例 如 , 在 标注 内 容 中 ， 
可 以 使 用 \bf ,\it,\rm 黑体 、 斜 体 和 正体 用 “，- 分 别 表示 上 标 和 下 标 ; 用 
\alpha,\beta,\pi 等 分 别 表示 a, 6,r 等 希腊 字母 ; 用 \leq,\geq,\times,\in， 
\cdot 分 别 表示 <, >, x,E， 等 数学 符号 . 

例 : 绘制 由 参 变 量 函数 表示 的 空间 曲线 


宰 
T 二 6-0.2tcoOS 


一 e-02tsin 7 0<t<20 


z= 放 ， 


的 图 形 . 

下 面 的 程序 文件 al4.m 将 一 个 图 形 窗口 分 成 1 行 2 列 的 两 块 , 左边 按 默认 的 
方式 作 图 , 并 定义 了 标题 和 坐标 轴 ; 右边 加 了 栅 格 , 并 将 z 轴 范 围 限 制 在 [0, 4]. 

%al4 .mm 

clear; Cl1o08e 

t=0:0.1:20; r=exp(-0.2#t) ; theta=0.5*Ppit#t; 

x=r.*cos(theta); y=r.*ysin(theta); Z=sqrt(t) ; 

subplot(1,2,1) ; 

Plot3(x,y,Z) ; 

title(? 螺 旋 线 ?) ; 

xlabel(:X 轴 x=e"{f-0.2tjcos(\pPit/2) ) ; 

ylabel(:Y 轴 ?:); zlabel('Z 轴 门 ; 

subplot(1,2,2); ,Plot3(x,y,Z) ; 
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B.3 MATLAB 绘图 功能 简介 . 229 ， 


axis([-1 1 -1104]); 
grid oni 
在 MATLAB 命令 窗口 执行 文件 al4.m, 即 得 到 下 面 的 图 形 ; 
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